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4. BÖLÜM 
NORMLU UZAY ve BANACH UZAYI 

 
 
 
 

GİRİŞ ve VEKTÖR UZAYI KAVRAMININ HATIRLATILMASI 
 

Normlu uzaylar, bir vektör (lineer) uzayı üzerinde tanımlanan metrik 
uzaylara denir. Normlu uzayın tam olanlarına ise Banach uzayı adını verilir. 
Bunun için önce lineer cebir derslerinde tanımlanan vektör uzayını tekrar ha-
tırlayalım, sonra da bazı vektör uzayı örneklerini verelim. 
 
 
 4.1. Tanım:     ve V kümesi K cismi üzerinde, 
          
          
işlemleri tanımlansın. Eğer         sistemi üzerinde, 
 
 V1)       sistemi değişmeli grup, 
 V2) Her     ve her       kümesi için 

                     
 V3) Her       ve her     kümesi için 

                     
 V4) Her       ve her     kümesi için 

               , 
 V5) Her     için      , 
 
V1, V2, V3, V4 ve V5 aksiyomlarını sağlıyorsa         sistemi bir vektör uza-
yıdır. 
 
 
 Örnek:             
                                         
kümesi üzerinde toplama işlemini 
                                     
olmak üzere 
                                                     
çarpma işlemini     için 
                                    
olarak Euclid uzayını tanımlayalım. 
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      bir vektör uzayı olduğunu gösteriniz. 
 
 Çözüm: V1)        değişmeli grup mudur? 
 
 G1) Fonksiyon olduğundan kapalılık özelliğine bakılmaya gerek yoktur. 
 
 G2)          için  
 
                                                  
                                               
                                                 
                                                 
                                                     
                                                     
                    
 
olduğundan birleşme özelliği vardır. 
 
 G3)                               için  
 
                            
                                 
                           
                
 
dir. Benzer şekilde       gösterileceğinden                birim (et-
kisiz) elemanıdır. 
 
 G4)                 

      
     

       
                   için  

 
         

                
     

       
               

                    
        

          
              

      
          

            
     

   
         

           
       

 
olduğundan        

     
       

    ifadesi                    olur. 
Benzer şekilde         gösterileceğinden                    ters 
eleman olur. 
 
 G2)        için  
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olup değişmelidir. Buna göre        değişmeli gruptur. 
 
 V2)    ,        için 
 
                                     
                                          
                                                  
                                               
                                                   
                                               
                         
olur. 
 
 V3)      ,      için 
 
                          
                                               
                                                   
                                               
                                                   
                                               
                         
olur. 
 
 V4)      ,      için 
 
                          
                                               
                                               
                                    
                          
olur. 
 
 V5)      için 
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olur. O halde     kümesi   de bir vektör uzayıdır. 
 
 
 Örnek:                                     tüm sıralı kompleks 
sayıların kümesi bir önceki örnekte gibi tanımlanmıştır. Bu    kümesi   de bir 
vektör uzayıdır. 
 
 Bu örneğin çözümü bir önceki örneğe benzediğinden okuyucuya bıra-
kılmıştır. 
 
 

Örnek (C[a, b] uzayı): Her n için       üzerinde sürekli, reel değerli bir 
fonksiyondur. Bu türdeki tüm fonksiyonların kümesi, 

                    
                           

cebirsel işlemleri altında, reel bir vektör uzayı oluşturur.  
 

Çözüm: x ve y,       üzerinde sürekli ve reel değerli fonksiyonlar ve  
reel bir katsayı olmak üzere, x + y ve x fonksiyonları da       üzerinde sürekli 
ve reel değerli birer fonksiyondur. Şöyle ki; 
 
 Her          de keyfi bir nokta olsun.            de herhangi iki 
fonksiyon olsun. Bu takdirde       için            vardır öyle ki 
  |    |     şartını sağlayan her t için 

  |          |  
 
 

 

kalır. Benzer şekilde       için            vardır öyle ki   |    |     
şartını sağlayan her t için 

  |          |  
 
 

 

kalır.              olmak üzere   |    |    şartını sağlayan her t için 
 |                  |  |                     | 
              |          |  |          | 

              
 
 

 
 
 

 

                
elde ederiz ki bu bize     fonksiyonu    da süreklidir.    keyfi olduğundan 
      süreklidir. Bu yüzden            dir. 
 
 X sürekli bir fonksiyon ve  skalerle çarpması sürekli olduğundan X’de 
süreklidir. Gerçekten; 
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     ise         olduğundan X süreklidir. 
 
     ve     ise          de keyfi bir eleman olarak alınırsa       
için           vardır öyle ki   |    |    şartını sağlayan her t için 

  |          |  
 
| |

 

kalır. Bu yüzden   |    |    şartını sağlayan her t için 
 |                |  |            | 
                | |  |          | 

                | |
 
| |

   

                  
elde ederiz ki bu bize X,    da süreklidir.    keyfi olduğundan       süreklidir. 
Bu yüzden           dir. 
 
 Şu halde        toplama ve skalerle çarpmaya göre kapalıdır. 
 
 Vektör uzayının diğer şartları okuyucuya bırakılmıştır. 
 
 

Örnek (B(A) uzayı): Bir A kümesi üzerinde tanımlı bütün sınırlı fonk-
siyonlar B(A) olmak üzere   üzerinde tanımlanan bütün diferansiyellenebilir 
fonksiyonların uzayı, [a,b] de tanımlı bütün reel değerli vektör uzayıdır. 
 
 Çözüm:         |          |    |        
 

Her          için 


)t(xsupK
At

1  ve 


)t(ysupK
At

2  yazabiliriz. Her 

    için  
  |    |     ve |    |     
olur. Buradan da her     için 
 |         |  |         |  |    |  |    | 
elde edilir. Her iki tarafın     için supremumunu alırsak, 
    |         |      |    |  |    |  
            |    |     |    | 
               
    |         |    
elde ederiz ki bu bize     sınırlı olduğunu gösterir. Yani          dir. 
 
 Diğer taraftan her     için 
 
    |       |      | ||    |  | |    |    | 
 
elde ederiz ki bu bize    sınırlı olduğunu gösterir. Yani         dir. 
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 Bu yüzden de B(A) uzayı toplama ve skalerle çarpmaya göre kapalıdır. 
 
 Vektör uzayının diğer şartları okuyucuya bırakılmıştır. 
 
 

Örnek (   Uzayı):    uzayında bir vektör uzayıdır. 
 
Çözüm:                    için 

 


1n

2

nx  ve 


1n

2

ny  

olduğundan Minkauski eşitsizliğinden  

  










 1n

2

n
1n

2

n
1n

2

nn yxyx  

yazılabilir ki bu bize        olduğunu gösterir. Diğer taraftan             
ve     için 

  






 1n

2

n
2

1n

2

n xx  

olup       olur. Dolayısıyla    toplama ve çarpmaya göre kapalıdır. 
 
 Vektör uzayının diğer şartları okuyucuya bırakılmıştır. // 
 
 
 Lineer bağımlılık-lineer bağımsızlık tanımları lineer cebir derslerinde 
anlatılmıştı. Burada bir örnek ile konuyu hatırlayalım. 
 
 Örnek: Gösteriniz ki, 
            ,          

ile tanımlanan              kümesi        uzayında lineer bağımsız vektörle-
rin kümesi olduğunu gösteriniz. 
 
 Çözüm:                                        için 

 
                             
        

       
         (1) 

yazılabilir. (1) ifadesinin türevi alırsak 
               

          (2) 
olur. (1) ifadesi her t doğru olduğundan     içinde doğru olup (2) ifadesinin 
     bulunur. Aynı şekilde 2. türevi alınırsa      olur. Bu ifade n defa tü-
revi alınırsa      olduğu gösterilir. 
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 Eğer       sıfırı içermiyorsa yani     ise o zaman 
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     (3) 

elde ederiz. (3) den dolayı              olabilmesi için bu sistemin 
aşikâr olan çözümlerinin olması gerekir. Aşikâr çözüm olması için homojen 
sistemin katsayılar determinantı sıfırdan farklı olması gerekir.     olduğun-
dan 

 

0tt...ttt

t000

0t00

00t0

000t

det 2/)1n(nn32

n

3

2





































 

olur. Bu yüzden de (3) sistemin çözümleri aşikar çözümdür. O halde        
deki    polinomların              kümesi lineer bağımsızdır. 

 
 

NORMLU UZAY (LİNEER UZAY) ve BANACH UZAYI KAVRAMI 
 
 Norm kavramı lineer cebir derslerinde verilmişti. Norm kısaca vektör-
lerin uzunluklarına denilmişti. Şimdi burada vektörlerin metrik olmasına 
normlu uzay ve tam metrik uzay olmasına Banach uzayı adı verecek kavramlar 
üzerinde duralım. 
 

4.2. Tanım:     bir vektör uzayı olsun.  
 
 ‖ ‖          
              ‖ ‖    ‖ ‖ 
biçiminde tanımlansın. K bir cisim     ve her       için 
 
 (N1)   ‖ ‖         
 (N2)   ‖  ‖  | | ‖ ‖ 
 (N3)   ‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ (Üçgen eşitsizliği) 
 



www.matematik1.com                                                  8 
 
aksiyomlarını sağlıyorsa ‖ ‖ fonksiyonu X vektörü üzerinde bir norm fonksi-
yonudur.    ‖ ‖  ikilisine de normlu uzay (vektör uzayı) denir. K cismindeki 
değerlerin vektörlerde skalere karşılık geldiğini hatırlayalım. 
 
 

 Örnek: 
1

0

dt)t(xx  fonksiyonu bir normlu uzaydır. 

 
 Çözüm: Her       ve     için; 
 

(N1) ‖ ‖    ise 0dt)t(x
1

0

  olması için         aralığında olması için 

|    |    olmasıyla mümkündür. Buna göre     dır. Tersine     ise 

        için |    |    olup 0dt)t(x
1

0

  dır. Şu halde ‖ ‖    olur. 

 

 (N2) xdt)t(xdt)t(xx
1

0

1

0

   

 

 (N3) yxdt)t(ydt)t(xdt)t(y)t(xyx
1

0

1

0

1

0

   

elde edilir. 
 

O halde    ‖ ‖  bir normlu uzaydır. 
 
 

Örnek:             şeklindeki tüm sıralı reel sayı çiftlerinden oluşan 
vektör uzayı olsun. X üzerindeki normların, 
 a) ‖ ‖  |  |  |  | 
 b) ‖ ‖     

    
      

 c) ‖ ‖      |  | |  |  
ile tanımlandığını gösteriniz. 
 
 Çözüm: (a) ve (b) okuyucuya bırakılmıştır. Burada (c) çözümlenecektir.    
 
 (N1) ‖ ‖          |  | |  |     
           |  |  |  |       |  |  |  | 
        |  |       |  |    (maksimumları 0 olduğundan) 
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 (N2)       
 

‖  ‖      |   | |   |   
        | ||  | | ||  |  
    | |    |  | |  |  
    | |‖ ‖  
 
 (N3)         
 

‖   ‖      |     | |     |   
 
maksimum tanımından  
 
 i) |     |  |     | ise  

‖   ‖  |     |  
         |  |  |  | 
             |  | |  |      |  | |  |  
         ‖ ‖  ‖ ‖  
 
 ii) |     |  |     | ise  

‖   ‖  |     |  
         |  |  |  | 
             |  | |  |      |  | |  |  
         ‖ ‖  ‖ ‖  
 
(i) ve (ii) den ‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  olur. 
 
 O halde    ‖ ‖  bir normlu uzaydır. 
 
 

 Örnek:     olmak üzere    üzerinde 

p/1
n

1i

p

ip
xx 







 



ile tanımlı ‖ ‖ 

fonksiyonunun bir norm olduğunu gösteriniz. 
 

Çözüm: Her        ve     için; 
 

(N1) ‖ ‖    olsun. O halde 0x
n

1i

p

i 


 olup her j = 1, 2, …, n için      

gerçeklenir. O halde     dır. Tersine     ise ‖ ‖    olduğu açıktır. 
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(N2) 
p

p/1
n

1i

p

i

p/1
n

1i

p

ip
xxxx 

















 



 

 
(N3) Minkowski eşitsizliğinden  

 
pp

p/1
n

1i

p

i

p/1
n

1i

p

i

p/1
n

1i

p

iip
yxyxyxyx 


























 



 

elde edilir. 
 

O halde     ‖ ‖  bir normlu uzaydır. 
 
 

Örnek:             |  |              
 
uzayı üzerinde tanımla-

nan 
     ‖ ‖      |  |            

fonksiyon bir normdur. 
 
 Çözüm: Her        ve     için; 
 

(N1) ‖ ‖    olsun. Bu takdirde    |  |    olduğundan her n için 
  |  |    dır. O halde          bulunur. 
 
 Tersine          ise    |  |    olduğundan ‖ ‖     olduğu açık-
tır. 
 
 (N2) Her n için    |  |    olduğundan 

‖   ‖     |    |  | |    |   |  | | ‖ ‖    
yazılabilir. 
 
 (N3) Her n için    |  |    olduğundan 
     ‖   ‖     |     |      |   |         |  |     |  |  ‖ ‖  ‖ ‖     
bulunur. 
 

O halde      ‖ ‖  bir normlu uzaydır. 
 
 
 Örnek:        sürekli fonksiyon uzayı üzerinde tanımlanan 
  ‖ ‖      |    |       
fonksiyon bir normdur. 
 
 Bu örneğin çözümü okuyucuya bırakılmıştır. 
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 4.1. Teorem:    ‖ ‖  normlu bir uzay, her       için 
  |‖ ‖  ‖ ‖|  ‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ 
dir. 
 
 İspat: Her       için (N3) aksiyomundan  

‖ ‖  ‖     ‖  ‖   ‖  ‖ ‖  
olup buradan  

‖ ‖  ‖ ‖  ‖   ‖  
gerçeklenir. Benzer şekilde ‖ ‖  ‖ ‖  ‖   ‖ de elde edilebilir. Bu iki eşit-
sizlikten ise  
  |‖ ‖  ‖ ‖|  ‖   ‖     (1) 
olduğu görülür. Ayrıca yine (N3) aksiyomundan 

‖   ‖  ‖      ‖  ‖ ‖  ‖    ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  (2) 
olacağından (1) ve (2) den 
  |‖ ‖  ‖ ‖|  ‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ 
elde edilir. 
 
 

4.1. Not: Bazı kitaplarda normlu uzay tanımlarında (N4) aksiyomu ola-
rak ‖ ‖    verilmektedir. Halbuki metrik uzay tanımından          her 
zaman yazılabilir. Bu yüzden normlu uzaylarda da ‖ ‖    gerekmemektedir. 
 
 

4.2. Teorem: Metrik uzay üzerinde geçerli olan bütün özellikler aynı 
zamanda normlu uzaylar için de geçerlidir. 
 

İspat: X bir normlu olsun.                ‖   ‖ şeklinde ta-
nımlayalım. Bu fonksiyonu metrik fonksiyonunun şartlarını sağladığını göste-
relim. 
 

(M1)        ‖   ‖    ise     
 

(M2)        ‖   ‖  ‖         ‖  ‖   ‖         
 

(M3)  
          ‖   ‖  ‖       ‖  ‖   ‖  ‖   ‖                  
 
O halde her normlu uzay aynı zamanda bir metrik uzaydır. Ama bunun tersi 
doğru değildir. Çünkü metrik uzaylar, her zaman vektör uzayı üzerinde tanım-
lanmaz. 
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4.3. Tanım: Bir    ‖ ‖  normlu uzayda                ‖   ‖ 
biçiminde tanımlanan metriğe norm metriği ve bu metrik tarafından üretilen 
topolojiye norm topolojisi denir. 
 
 

4.3. Teorem: Normlu bir X uzayı üzerinde bir norm tarafından doğuru-
lan bir d metriği, öteleme değişmezliği adı verilen aşağıdaki iki özelliği gerçek-
ler: Her         ve her  skaleri için 

i)                    
ii)          | |       

olur. 
 
 İspat: Bir d metriği üzerinde X normlu uzayı tanımlı olsun. 
 
 i) Her         için 
            ‖           ‖  ‖   ‖         
olur. 
 
 ii) Her       ve her  skaleri için 
          ‖     ‖  ‖      ‖  | |‖   ‖  | |       
elde edilir. 
 
 

4.2. Not: Bu önerme tek taraflıdır. Yani öteleme değişmezliğini gerçek-
leyen bir metrik normdan üretilmiştir denilemez. Bu önerme ile öteleme de-
ğişmezliği şartlarından en az birini gerçeklemeyen bir metriğin normdan elde 
edilmediği söylenebilir. 
 
 

Örnek:       vektör uzayı üzerinde tanımlı diskre metriği norm de-
ğildir. 
 

Çözüm:     olacak şekilde       ve     ve     olacak şekilde 
bir   skaleri alalım.     olduğundan       olup  
            | |       | | 
bulunur. O halde öteleme değişmezliği gerçekleşmediğinden d metriği norm 
olamaz. 
 
 
 4.4. Teorem: Norm fonksiyonu süreklidir. 
 
 İspat: ‖ ‖           fonksiyonu bir norm fonksiyonu olsun. Bir  
     alalım. Bu fonksiyonu X üzerinde sürekli olduğunu göstermek için keyfi 
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bir      yerinde sürekli olduğunu göstermek yeterlidir. Bunun için       
için 
         ‖    ‖    ise |‖ ‖  ‖  ‖|    
 olduğunu göstermek yeterlidir. 
 ‖ ‖  ‖       ‖  ‖    ‖  ‖  ‖ 
 ‖ ‖  ‖  ‖  ‖    ‖      (1) 
 ‖  ‖  ‖      ‖  ‖    ‖  ‖ ‖ 
 ‖  ‖  ‖ ‖  ‖    ‖      (2) 
(1) ve (2)’den |‖ ‖  ‖  ‖|  ‖    ‖      alırsak ‖ ‖ fonksiyonu      
noktasında süreklidir.     keyfi olduğundan ‖ ‖, X’de süreklidir. 
 
 

4.4. Tanım: Bir X vektör uzayı üzerinde ‖ ‖  ve ‖ ‖  normları verilsin. 
Bu normlar tarafından edilen metrikler denk ise bu normlara denk normlar 
denir. 
 
 

Örnek:             şeklindeki tüm sıralı reel sayı çiftlerinden oluşan 
vektör uzayı olsun. X üzerindeki normların, 
 a) ‖ ‖  |  |  |  | 
 b) ‖ ‖     

    
      

 c) ‖ ‖      |  | |  |  
oldukları yukarıda gösterilmişti.  Bu normlardan elde edilen metrikler denk 
olduğundan bu normlar denktir. 
 
 

4.5. Teorem:  X ve Y birer normlu uzay olmak üzere       nin izo-
metri olması için gerek ve yeter şart 

‖         ‖  ‖   ‖  
olmasıdır. 
 
 Bu ispat için 1-1 olduğunu göstermek yeterli olacağından, okuyucuya 
bırakılmıştır. 
 
 

4.6. Teorem:  X ve Y birer normlu uzay olmak üzere       bir lineer 
dönüşüm olsun. f ’nin izometri olması için gerek ve yeter şart her bir     için 

‖    ‖  ‖ ‖  
olmasıdır. 
 

İspat: Bir       lineer dönüşümü izometri olsun.     için 
‖    ‖  ‖      ‖  ‖         ‖  ‖   ‖  ‖ ‖  

dir. Tersine, her     için ‖    ‖  ‖ ‖ ise 
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‖         ‖  ‖      ‖  ‖   ‖  
eşitliğini elde ederiz. 
 
 
 

 
Stefan Banach 

30 Mart 1892, Kraków, Polonya - 31 Ağustos 1945, Lviv, Ukrayna 
 
 

4.5. Tanım: X normlu lineer uzay olsun. Eğer X norm metriğine göre 
tam ise X’ e Banach Uzayı denir. 
 
 
                       birer Banach uzaylarıdır. Çünkü bu fonksiyon-

ların bir kısmının normlu uzay olduklarını yukarıda gösterdik. Ayrıca tanımla-
nan fonksiyonların tam olduklarını bir önceki konularda inceledik. Dolayısıyla 
bu fonksiyonlar birer Banach uzayıdır. // 
 
 
 Şimdi tam olmayan ama tamlaştırabileceğimiz bir örnek verelim. 
 
 

Örnek (         Uzayı: [a, b] üzerindeki tüm sürekli, reel değerli fonk-
siyonlardan meydana gelen vektör uzayı 

  

2
b

a

2 dt)t(xx













        (1) 

ile tanımlanan fonksiyon norm altında, normlu bir X uzayı oluşturur. Bu uzay 
tam değildir. Örneğin,             ise, X uzayı bir Cauchy dizisi olup olmadı-
ğını inceleyelim.     için, 

 
n3

1

m3

1

mn3

)mn(
dt)]t(x)t(x[xx

2

21

0

2
mn

2

mn 
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yazabiliriz. Tanımlanan bu Cauchy dizisi yakınsak değildir. Ama ele aldığımız X 
uzayını tamlaştırılabilir. Şöyle ki herhangi bir, sabit     sayısı için,       üze-
rinde tanımlı, tüm sürekli ve reel değerli fonksiyonlardan oluşan ve 

  

p/1
b

a

p

p
dt)t(xx













   

ile tanımlanan norma sahip, normlu uzayın tamlaştırılır. Bu Banach uzayına 
        uzayı adı verilir. Buradaki p indisi, tanımlanan normun, sabit olarak 
korunan p sayısının seçimine bağlı olduğunu hatırlatmak amacıyla konulmuş-
tur.     için, (1) 'yi verdiği açıktır. // 
 
 

Burada aklımıza şöyle bir soru gelebilir: "Bir vektör uzay üzerindeki 
her metrik bir normdan elde edilebilir mi?" bu sorusunun cevabı "Hayır" dır. 
Şimdi bu soruyu ispatlayacak bir örnek verelim.  
 

Örnek: s dizi uzayını hatırlayalım. s bir vektör uzaydır. Fakat bunun 
üzerinde, 

  
 



 




1i ii
i

ii

yx12

yx
)y,x(d  

ile tanımlanan metrikten bir normdan elde edilemez.  
 
 

NORMLU UZAYLARA İLİŞKİN BAZI ÖZELİKLER 
 

Normlu bir X uzayı verilmiş olsun. X'i bir vektör uzay olarak göz önüne 
alıp, bir Y altkümesini belirleyelim. Y altkümesi, X'deki normun, Y altkümesi 
üzerine kısıtlanmasıyla elde edilen norm altında, tanım olarak, X'in bir altuzayı 
adını alır. Öyleyse, Y üzerindeki bu norm, X üzerindeki norm tarafından belir-
lenir. 
 
 Burada reel analiz derslerinden altküme ve kapalılık özelliklerini hatır-
layalım. 
 
 

4.7. Teorem (Bir Banach Uzayının Alt Uzayı): Bir X Banach uzayının, 
bir Y alt uzayının tam olması için gerek ve yeter şart, Y'nin X'de kapalı bir kü-
me olmasıdır. 
 
 Bu teoremin ispatı Normlu bir uzayda, dizilerin yakınsaklığı ve buna 
ilişkin kavramlar, metrik uzaylarda verilen “bir dizinin yakınsaklığı” tanımı ile 
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“tamlık” tanımlarından ve        ‖   ‖ eşitliğinden faydalanılarak ispat 
kolaylıkla gösterilir. 
 
 

4.6. Tanım: Normal bir X uzayında bir      dizisi verilmiş olsun. Eğer, X 

uzayı, 0xxlim n
n




 olacak şekilde bir x eleman, içeriyorsa,      dizisi yakın-

saktır denir. Bu durum,      olarak yazılır ve x'e,      dizisinin limiti adı 
verilir. 
 

4.7. Tanım: Normlu bir X uzayında bir      dizisini ele alalım. Eğer, her 
    sayısı için,       oldukça, ‖   ‖    olacak şekilde bir N sayısı var-
sa,      dizisine bir Cauchy dizisi adı verilir. 
 

Dizi kavramını bir metrik uzayda bile tanımlayabildiğimizi biliyoruz. 
Normlu bir uzayda ise, önemli bir adım daha atarak, aşağıdaki şekilde, seri 
kavramını tanımlayabiliriz.// 
 

Seri kavramı, analizdekine benzer biçimde tanımlanabilir.  
 

4.8. Tanım:     , normlu bir X uzayında bir dizi olarak verildiğinde, bu 
     dizisiyle,         olmak üzere, 

                
kısmi toplamlarından oluşan,      dizisini eşleyebiliriz. Eğer      dizisi yakın-
sak ise, başka bir deyimle, 
      , yani, ‖    ‖    

iken 


1k
kx  serisi yakınsaktır denir. s değerine, bu serinin toplamı adı verilir ve 

  





1k

kxs  

biçiminde yazılır. 
 

4.9. Tanım: 


1k
kx  serisi yakınsak ise, 



1k
kx  serisi mutlak yakınsaktır 

denir. Bununla birlikte, burada okuyucuyu önemli bir konuda uyarmak zorun-
dayız. 
 
 
 4.8. Teorem:      ‖ ‖  normlu bir uzay olsun. X uzayı tam olması 
için gerek ve yeter şart X’de her mutlak yasak seri yakınsaktır. 
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 İspat:  : Kabul edelim ki X uzayı tam,  kx  de X’de mutlak yakınsak 

bir seri olsun. Yani  kx  yakınsak olsun. Yine kabul edelim ki      ve      

sırasıyla kx  ve  kx serilerinin kısmi toplamlar dizisi olsun. Bu takdirde 

     dizisi yakınsak olduğundan aynı zamanda bir Cauchy dizisidir. Buna göre; 

 ‖     ‖ 



m

1k
k

n

1k
k xx  

        



n

1mk
kx  

          n2m1m xxx   

olur. Ayrıca 

 ‖     ‖ 



m

1k
k

n

1k
k xx  

        



n

1mk
kx  

        



n

1mk
kx  

        n2m1m xxx     

         ‖     ‖    
kalır ki, bu bize      dizisinin bir Cauchy dizisi olduğunu gösterir. X tam oldu-

ğundan      dizisi yakınsaktır. Bu yüzden de  kx serisi yakınsaktır. Yani X 

uzayı tamsa X’de mutlak yakınsak her seri yakınsaktır. 
 
 : Kabul edelim ki mutlak yasak seri yakınsak olsun. Bu takdirde X’in 
tam olduğunu göstereceğiz. 
 
     , X’de bir Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde       için            
öyle ki        için ‖     ‖    kalır. 
 
 Burada       ,                  ve       seçersek       
için       

       öyle ki          
    için ‖     

    
‖      kalır. 

 k2 serisi yakınsak olduğundan mukayese kriterinden dolayı  
 k1k nn xx  

yakınsak olur. Mutlak yakınsak her seri yakınsak olduğundan aynı zamanda 

 


)xx(
k1k nn  serisi yakınsaktır. Bu serinin kısmi toplamlar dizisi      dersek 

 





k

1r
nnk )xx(A
r1r
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k

1r
n

k

1r
n r1r

xx  

       







k

1r
n

1k

2r
n rr

xx  

       
11k nn xx 


 

olur ki, buna göre 
 )xx(limAlims

11k nn
k

k
k




 

 
1k1 n

k
n xlimsx


  

elde ederiz ki bu bize       
  dizisinin limitinin    

   olduğunu gösterir. O 

halde     
  Cauchy disizi olduğundan       

  bir Cauchy dizisidir.       
  ya-

kınsak olduğundan      dizisi de yakınsaktır ve    
   ye yakınsar.  

 
 Sonuç olarak deriz ki;     , X’de yakınsak bir Cauchy dizisi olduğundan 
X tamdır. // 
 

Bir serinin yakınsaklık kavramı, bir baz tanımında, aşağıdaki şekilde 
kullanılabilir. 
 

4.10. Tanım: Eğer normlu bir X uzayı, her     için, 
‖                    ‖   ,               

olacak şekilde bir tek       skaler dizisi var olmak üzere, bir       dizisi içeri-
yorsa, bu      dizisine, X uzayının bir Schauder bazı denir. x toplamına sahip 

olan 


1k
kkea  serisine, x 'in      bazına göre açınımı denir ve 






1k

kxx yazılır. 

 
Örneğin,    uzayı,         , yani, her bir    'in n-inci terimi 1, diğer 

bütün terimleri 0 olmak üzere, 
                  
                  
                  
… 

şeklinde tanımlanan bir      Schauder bazına sahiptir. 
 

Bir Schauder bazına sahip olan normlu bir X uzayı ayrılabilirdir. (Bakı-
nız ayrılabilir tanıma). Bu teoremin basit olan ispatını okuyucuya bırakıp, ifa-
de olunan hükmün karşıtı ile ilgilenelim. Acaba, her ayrı labilir Banach uzayı 
bir Schauder bazına sahip midir? Yaklaşık 65 yıl önce, bizzat Banach tarafın-
dan ortaya atılan bu sorunun cevabı, bilinen hemen hemen bütün ayrılabilir 
Banach uzaylarının bir Schauder bazına sahip oldukları gösterilebildiği için, 
olumlu olarak düşünülmüş ise de, 1973'de P. Enflo, Schauder bazına sahip ol-
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mayan, ayrılabilir bir Banach uzayı inşa etmeyi başarmış ve yukarıdaki soru-
nun cevabının genelde "hayır" olduğunu ortaya koymuştur. Şimdi de, son ola-
rak, bundan önceki kısımda kısaca sözünü ettiğimiz, bir normlu uzayın tamlaş-
tırılması problemine dönelim. 
 

4.8. Teorem (Tamlaştırma):      ‖ ‖  normlu bir uzay olsun. Bu 
durumda, bir  ̂ Banach uzayı ve X 'den,  ̂’da yoğun olan bir W alt uzayı üzerine 
bir A izometrisi vardır.  ̂ uzayı, izometrileri dışında, tektir. 
 

İspat: Metrik uzaylarda 3.25. teoremi gereğince, bir  ̂    ̂  ̂  tam met-
rik uzayının ve W,  ̂'da yoğun olmak üzere, bir            izometrisinin 
varlığını ve  ̂'nın izometrileri dışında tekliğini söyleyebiliriz. Buna göre, teo-
remimizi ispatlayabilmek için,  ̂'yı bir vektör uzay haline dönüştürmemiz ve 
daha sonra,  ̂ üzerinde uygun bir norm tanımlamamız gerekmektedir. 
 

 ̂ üzerinde, bir vektör uzaya ilişkin iki cebirsel işlem tanımlayabilmek 
için, herhangi  ̂  ̂   ̂ elemanlarıyla, herhangi       ̂ ve       ̂ temsilcile-
rini göz önüne alalım.  ̂ ve  ̂'nın, X'deki Cauchy dizilerinin denklik sınıfları ol-
duklarını hatırlıyoruz.          diyelim. Buna göre, 
 ‖     ‖  ‖               ‖  ‖     ‖  ‖     ‖ 
yazılabileceğinden,      dizisi de X 'de bir Cauchydir.  ̂ ve  ̂ 'nın,  ̂   ̂   ̂ top-
lamını, temsilci elemanı      olan denklik sınıfı olarak tanımlayalım. O halde, 
      ̂ dir. Vermiş olduğumuz bu tanım,  ̂ ve  ̂ 'ya ait Cauchy dizilerinin özel 
seçimlerinden bağımsızdır. Gerçekten, metrik uzaylardaki 3.25. teoreminde 

0)y,x(dlim nn
n




 ifadesi,            ve            olması halinde, 

 ‖                 ‖  ‖      ‖  ‖      ‖ 
yazılabileceğinden,                   olduğunu gösterir. Benzer şekilde, 
bir  skaleriyle,  ̂ 'nın çarpımını, temsilci elemanı       olan,   ̂   ̂ çarpımı 
olarak tanımlayacağız. Burada da, yapılan tanım,  ̂'nın temsilci elemanının özel 
seçiminden bağımsızdır.  ̂ 'nın sıfır elemanı, sıfıra yakınsayan tüm Cauchy di-
zilerini içeren denklik sınıfıdır. Yukarıda tanımladığımız iki işlemin, tanımın 
gerektirdiği tüm özelikleri gerçeklediğini kolayca gösterebiliriz. Dolayısıyla,  ̂ 
bir vektör uzaydır. Tanımından yararlanarak, W üzerinde,  ̂ 'dan kaynaklanan 
vektör uzay işlemlerinin, A yardımıyla X 'den elde edilen işlemlerle uyum için-
de olduğunu gösterebiliriz. 
 

Ayrıca, A, W üzerinde, her  ̂       'deki değeri ‖ ̂‖  ‖ ‖ olan bir 
‖ ‖  i normu doğurur. W üzerinde buna karşılık gelen metrik ise, A 'nin izo-

metrik olması nedeniyle,  ̂ 'nın W 'ye kısıtlamasıdır. Her  ̂   ̂ için, 
‖ ̂‖   ̂  ̂  ̂  yazarak, ‖ ‖  normunu  ̂ 'ya genişletebiliriz. Gerçekten, ‖ ‖  
normunun, (N1) aksiyomunun gerçeklediği aşikardır. Diğer iki aksiyom olan 
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(N2) ve (N3) ise, bir limit işlemiyle, ‖ ‖  normuna ilişkin özeliklerden elde edi-
lir. 
 
 
 NORMLU UZAYLARDA KONVEKS KÜMELER 
 
 4.11. Tanım: Bir lineer (vektör) uzayının alt kümesi E olsun. Bu tak-
dirde; 
 
 i)    Her      ,    ,    ,         ve       oluyorsa E’ye 
konvekstir denir. 
 
 ii)    Her    , | |    için      oluyorsa E’ye dengeli konvekstir de-
nir. 
 
 iii)  Her      , | |  | |    için         oluyorsa E’ye mutlak 
konvekstir denir. 
 
 
 4.9. Teorem:      ‖ ‖  normlu bir uzay,     olsun. E kümesinin 
mutlak konveks olması için gerek ve yeter şart konveks ve dengeli konveks 
olmalıdır. 
 
 İspat: E kümesi mutlak konveks bir küme olsun. Bu takdirde 
  Her      , | |  | |    için         
dir.     dersek      elde ederiz ki her     için | |    olup E kümesi 
dengelidir. 
 
 Diğer taraftan her       için | |  | |    ise         olduğundan 
   ,     için       iken         elde ederiz ki bu bize E’nin kon-
veks olduğunu gösterir. 
 
 Tersine; E dengeli ve konveks olsun. Bu takdirde 
 Her      ,    ,    ,       ve          
dir. | |    | |   ,         olur. Buna göre 
 | |  | |    ise         
elde ederiz ki bu bize E’nin mutlak konveks olduğunu gösterir. 
 
 
 4.1. Sonuç: Konveks kümelerin herhangi sayıda altkümeleri de kon-
vekstir. Yani,          ailesi konveks ise ⋂       de konvekstir. 
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 SEMİNORMLAR (YARINORMLAR) 
 

4.12. Tanım: Bir X vektör uzayı üzerinde,  
             
biçiminde tanımlansın. K bir cisim     ve her       için 
 
 (P1)         | |      
 (P2)                     
 
aksiyomlarını sağlıyorsa P fonksiyonu X vektörü üzerinde bir seminorm (yarı-
norm) fonksiyonu veya kısaca seminorm denir. Burada (P1) aksiyomuna P 
seminormunun mutlak homojen özelliği, (P2) aksiyomuna P seminormunun 
alt toplamsallığı denir. 
 
 Mutlak homojen özelliği ile alt toplamsallık özelliklerinden        
elde edilir. Gerçekten, 
 
 Her    , her     için        ve       | |      olduğundan 
    için  
        | |        
        
bulunur. Yine her       için                  olduğundan özel olarak 
     için de bu doğrudur. Buna göre 
                      
           |  |     
         
        
olur ki bu bize seminormların non-negatif değerli bir fonksiyon olduğunu gös-
terir. 
 
 Örnek: Her       için      | | verilen bir   üzerinde seminorm 
olduğunu gösteriniz. 
 
 Çözüm:  
 (P1)         |  |  | || |  | |      
 
 (P2)          |   |  | |  | |             
mutlak değerde üçgen eşitsizliğinden yazılır. 
 
 
 Örnek:          |  | fonksiyonu c yakınsak diziler uzayı üzerinde 
birer seminormdurlar. 
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 Çözüm:  
 (P1) Her     ve her     için 
           |   |      | ||  |  | |     |  |  | |     
olduğundan mutlak homojendir. 
 
 (P2) Her       için 
             |     | 
             |  |  |  |  
            |  |      |  | 
                  
olduğundan alt toplamsallık vardır. 
 
 Şu halde P fonksiyonu c yakınsak diziler uzayı üzerinde birer semi-
normdurlar. 
 
 
 Örnek:      |    | fonksiyonu c yakınsak diziler uzayı üzerinde bi-
rer seminormdurlar. 
 
 Bu örneğin çözümü okuyucuya bırakılmıştır. 
 
 
 4.10. Teorem: Bir X lineer uzayı üzerinde P bir seminorm olsun. Bu 
takdirde     olmak üzere; 
               ve               
kümeleri mutlak konvekstir. 
 
 İspat: X lineer uzay, P de X üzerinde seminorm ve     olsun. 
 
 Her        ve | |  | |    iken          olduğunu göstermeliyiz. 
 
 Her       ve | |  | |    olsun. Bu takdirde    in tanımından 
         ve        
dir. P’nin alt toplamsallık aksiyomundan ve mutlak homejenlik aksiyomundan 
                      | |     | |     
dir. Buradan her       ve | |  | |    için 
          | |     | |     
            | |  | |  
             | |  | |   
              
olur ki, bu bize          olduğunu gösterir. O halde    mutlak konveks 
olur. 
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 Benzer şekilde    de gösterilir. 
 
 
 4.11. Teorem: P, X üzerinde bir seminorm ise       için  
  |         |         
dir. 
 
 İspat: X bir vektör uzayı ve P’de bir seminorm olduğundan  
          ve         
için (P2) aksiyomundan 
                             

                           
yazılabilir. Buna göre 

  
                

                
}      (1) 

olup (P1) aksiyomundan 
                  |  |                (2) 
bulunur. (2) yi (1) de yerine yazarsak, 

  
                

                
}   

 

  
                

                  
}   

 
                           
 
  |         |         
elde edilir. 
 
 

SONLU BOYUTLU NORMLU UZAYLAR ve ALTUZAYLAR 
 

Sonsuz boyutlu normlu uzayların, sonlu boyutlu normlu uzaylardan 
daha önemli olmalarına karşın, sonlu boyutlu uzaylar, çeşitli alanlarda, örne-
ğin, yaklaşım teorisinde ve spektral teoride, önemli rol oynarlar. Bu konuda 
söylenecek çok sayıda ilginç şey vardır. Bu nedenle, bu ve bundan sonraki kı-
sımda, bunlar hakkında bazı temel kavram ve özeliklere değineceğiz. 
 

Arzu edilen tipteki sonuçlar için önemli bir kaynak aşağıdaki lemma 
olacaktır. 
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4.1. Lemma (Lineer Kombinasyon): Herhangi boyutlu              
normlu bir X uzayının vektörlerinden oluşan lineer bağımsız bir küme olsun. 
Bu durumda,            skalerlerinin her seçimi için, 
 ‖                ‖    |  |  |  |    |  |   (1) 
olacak şekilde bir     say ısı vardır. 
 

İspat:   |  |  |  |    |  | olsun.  
 

i)     ise,   , 'lerin tümü birden sıfır olup (1) eşitsizliği herhangi bir c 

sayısı için gerçeklenir.  
 

ii)     alalım. Bu durumda (1) eşitsizliği,  

 
 

 
‖                ‖     

 

 ‖
  
 

   
  
 

     
  
 

  ‖     

olur. Burada her j için    
  

 
 alınırsa 

 
 ‖                ‖        (2) 
 

eşitsizliği elde edilir. O halde, ∑|  |    olmak üzere, her            skaler n-

lisi için, (2) gerçekleşecek şekilde bir     sayısının varlığını ispatlamak ye-
tertidir. 
 

Bir an için bunun doğru olmadığını varsayalım. Bu durumda, 

                            ,      ( 1
n

1j
m,j 



) 

olmak ve     için, ‖  ‖    şartını gerçeklemek üzere, bir      vektör 

dizisi vardır. ∑|    |    olduğundan, |    |    yazabiliriz. Bu nedenle, her bir 

sabit j için 
                           

dizisi sınırlıdır. Sonuç olarak, Bolzano-Weierstrass teoremi gereğince,        

dizisinin yakınsak bir altdiziye sahip olduğu ortaya çıkar.    bu altdizinin limi-
tini ve         ise,      'in söz konusu altdizisini belirtsin. Aynı düşünceyle, 
        dizisinin bir         altdizisine sahip olduğunu söyleyebiliriz; burada 
da,      skalerlerinden oluşan altdizi yakınsak olacaktır. Bu dizinin limitini ise 

   ile gösterelim. Bu yolla devam ederek, n adım sonra,      in, 
                           

şeklinde bir altdizisini elde ederiz. Bu dizinin terimleri, 
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 1xy
n

1j
jm,jm,n 



  ,      ( 1
n

1j
m,j 



) 

şeklinde olup,      skalerleri,      için,         şartını gerçekler. Dolayı-

sıyla, ∑|  |    olmak üzere,     için, 





n

1j
jjm,n xyy  

yazabiliriz. O halde,   , 'lerin tümü birden sıfır olamaz.              lineer 

bağımsız bir küme olduğundan,     olmalıdır. Ayrıca, normun sürekliliği 

nedeniyle,        olması, ‖    ‖  ‖ ‖ sonucunu gerektirir. Kabul gereği, 
‖  ‖    olduğundan ve       ,      'in bir altdizisi olduğundan, 0 olmalıdır. 

O halde, ‖    ‖    olup, Normlu uzay tanımındaki (N1) aksiyomu uyarınca, 

    bulunur. Bu ise,     sonucuyla çelişir ve lemma ispatlanmış olur. 
 

Bu lemmanın ilk uygulaması olarak, aşağıdaki temel teoremi ispatlaya-
cağız. 
 
 

4.12. Teorem (Tamlık): X bir normlu uzay, Y’de sonlu boyutlu altuzay 
olsun. Bu takdirde Y altuzayı tam'dır. (Özel olarak, sonlu boyutlu her normlu 
uzay tam'dır.) 
 

İspat: Y'de keyfi bir      Cauchy dizisi ele alıp, bu dizinin, Y'de yakınsak 
olduğunu göstermeliyiz. Dizinin yakınsayacağı limiti de y ile belirtelim. 
        ve              , Y'nin herhangi bir tabanı (bazı) olsun. Bu durum-
da her bir   , 

     
   

     
   

       
   

    
şeklinde tek bir gösterime sahiptir.      bir Cauchy dizisi olduğundan, her 
    sayısı için,       olmak üzere, bir     sayısı için, 

   ‖     ‖ 



n

1j
j

)r(
j

n

1j
j

)m(
j ee  





n

1j
j

)r(
j

)m(
j e)( ,                           ‖  ‖     

 



n

1j

)r(
j

)m(
jc  

yazabiliriz. Burada,     sayısıyla yapacağımız bölme işlemi,       olmak 
üzere, 

c

n

1j

)r(
j

)m(
j

)r(
j

)m(
j
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sonucunu verir. Bu ise, 

    
   

     
   

   
   

     
   

                          

şeklinde ifade edilen n tane dizinin her birinin,  'de ya da   'de Cauchy oldu-
ğunu gösterir. O halde, bunlar yakınsaktır. Bu dizilerin yakınsadığı limitleri    

ile belirtelim.            olarak bulduğumuz bu n tane limiti kullanarak, 
                    
tanımını yaparsak,     olduğunu açıkça görürüz. Ayrıca ‖  ‖    olmak üze-

re, 

 ‖    ‖  



n

1j
j

)m(
j

n

1j
jj

)m(
j

n

1j
jj

n

1j
j

)m(
j ce)(ee  

yazabiliriz. Sağ tarafta,   
   

    olmaktadır. Dolayısıyla, il ‖    ‖   , ya-

ni,      'dir. Bu ise,      dizisinin Y'de yakınsak olduğunu gösterir. Ayrıca, 
     'in Y 'de keyfi bir Cauchy dizisi olarak seçilmiş olması nedeniyle, elde edi-
len bu sonuç, Y'nin tamlığını gösterir. // 
 

İspatladığımız bu teorem ile metrik uzaylardaki tam alt uzay teoremin-
den, aşağıdaki sonuç elde edilir: 
 
 

4.2. Sonuç (Kapalılık): Normlu bir X uzayının, sonlu boyutlu her Y al-
tuzayı, X'de kapalıdır. 
 

Burada, sonsuz boyutlu uzayları n kapalı olmak zorunda bulunmadığını 
belirtmemiz gerekmektedir. 
 

Örnek:            ve          olmak üzere,                      

olsun. Dolayısıyla, Y kümesi tüm polinomlardan oluşmaktadır. Y, X 'de kapalı 
değildir. // 
 
 

Sonlu boyutlu bir X vektör uzayının başka bir ilginç özeliği de, X üzerin-
deki bütün normların, bizi X için aynı topolojiye götürmesidir. Yani, X üzerin-
deki normun özel seçimine bağlı olmaksızın, X üzerindeki açık altkümeler aynı 
olmaktadır. Konuya biraz daha açıklık getirmek için, aşağıdaki tanımı verelim. 
 

4.4.Tanım (Eşdeğer Normlar): Bir X vektör uzayı üzerinde bir ‖ ‖ 
normuyla, diğer bir ‖ ‖  normunu göz önüne alalım. Eğer, her     için, 

 ‖ ‖  ‖ ‖   ‖ ‖   
olacak şekilde, pozitif a ve b sayıları varsa, ‖ ‖ ve ‖ ‖  normları eşdeğerdir de-
nir. 
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Bu kavramı aşağıdaki hükümle şekillendirebiliriz: 
 

4.3. Sonuç: X vektör uzayı üzerindeki eşdeğer normlar, X için aynı to-
polojiyi doğururlar.  

Gerçekten bu hükmün doğruluğunu,  
  ‖ ‖  ‖ ‖   ‖ ‖  
eşitsizliğinden ve boş olmayan her açık kümenin açık yuvarları n bir birleşimi 
olduğu gerçeğini kullanarak gösterebiliriz. 
 

4.5. Teorem (Eşdeğer Normlar): Sonlu boyutlu bir X vektör uzayında, 
herhangi bir ‖ ‖ normu, diğer herhangi bir ‖ ‖  normuna eşdeğerdir. 
 

İspat:        ve X 'in herhangi bir tabanı              olsun. Bu du-
rumda, her     eleman, bir tek 

                    
gösterimine sahiptir. 4.1. Lemma uyarınca, 

‖ ‖    |  |  |  |    |  |   
olacak şekilde, pozitif bir c sabitinin varlığını söyleyebiliriz. Öte yandan, üçgen 
eşitsizliği, 

 
c

x
kkeex

n

1j
j

n

1j
0jj

n

1j
jj0

 


 ,                   ‖  ‖ 
     

sonucunu verir. Bu ikisini birlikte göz önüne alırsak,         olmak üzere, 

 
 

 
‖ ‖  ‖ ‖ 

  ‖ ‖  ‖ ‖  
elde ederiz. Benzer şekilde  
 ‖ ‖   ‖ ‖  
gösterilir. 
 
 Sonlu boyutlu X norm üzerinde ‖ ‖, ‖ ‖  normları iki keyfi norm oldu-
ğundan sonlu boyutlu herhangi iki norm eşdeğerdir. 
 
 
 Örnek: X, 4.5. teoremi sağlayan bir normlu uzay olsun. Bu takdirde her 
    için, 
 ‖ ‖   |  |

  |  |
    |  |

      ,  ‖ ‖      |  | |  |   |  |  
olduğuna göre bu iki normun denk norm olduğunu gösteriniz. 
 
 Çözüm:     |  | |  |   |  |    ve        olsun. Her             

için |  |    olduğundan |  |
 

    olması nedeniyle  
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 ‖ ‖  √  ‖ ‖         (1) 
bulunur. Diğer taraftan 
     |  | |  |   |  |  |  |  |  |    |  | 
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olacağından 

 ‖ ‖  √  ‖ ‖        (2) 
bulunur. (1) ve (2) eşitsizliklerinden 

 
 

√ 
‖ ‖   ‖ ‖  √  ‖ ‖  

elde edilir ki, bu iki normun denk olduğunu gösterir. 
 
 
 Örnek: X, 4.5. teoremi sağlayan bir normlu uzay olsun. Bu takdirde her 
    için, 
 ‖ ‖  |  |  |  |    |  | ,  ‖ ‖   |  |

  |  |
    |  |

      
olduğuna göre bu iki normun denk norm olduğunu gösteriniz. 
 
 Çözüm: Cauchy-Schwarz eşitsizliğinden 

 ‖ ‖ 

2/1
n

1j

2

j

2/1
n

1j

2

j

2/1
n

1j

2
n

1j
j xnx1x 









































 



 

 ‖ ‖  √  ‖ ‖        (1) 
bulunur.     de eşitsizlik konusunda 

 



n

1k
k

n

1k
k xx  

eşitsizliğinin varlığı gösterilmişti. Buna göre, 
 ‖ ‖   |  |

  |  |
    |  |

      
             |  |

       |  |
         |  |

      
            |  |  |  |    |  | 
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            ‖ ‖         (2) 
bulunur. (1) ve (2) eşitsizliklerinden 

 
 

√ 
‖ ‖   ‖ ‖  ‖ ‖  

elde edilir ki, bu iki normun denk olduğunu gösterir. 
 
 

NORMLU UZAYDA KOMPAKTLIK 
 

Sonlu boyutlu normlu uzaylarla, bunları n alt uzaylarının diğer bazı te-
mel özelikleri kompaktlık kavramına ilişkindir. Bu kavramı aşağıdaki şekilde 
tanımlayabiliriz. 
 
 Metrik uzaylarda kompatlık tanımı verilmiştir. Normlu uzaylar özel 
metrik uzay olduğundan kompatlık tanımı burada da geçerlidir. 
 
 

4.6. Teorem: Sonlu boyutlu normlu bir X uzayında, herhangi bir     
altkümesinin kompakt olması için gerek ve yeter şart, M'nin kapalı ve sınırlı 
olmasıdır. 
 

İspat: Metrik uzaylarda kompaktlık gereğince, kapalılık ve sınırlılığı ge-
rektireceğinden, teoremin karşıt kısmını ispatlamamız yeterli olacaktır.  
 

M, kapalı ve sınırlı olsun.        alalım ve             , M’nin bir 
tabanı olsun. M'de herhangi bir      dizisini göz önüne alalım. Her bir   , 

     
   

     
   

       
   

    
şeklinde bir gösterime sahiptir. M'nin sınırlı olması nedeniyle,      de sınırlı-
dır; her m için, ‖  ‖    diyelim. 4.1. Lemma (Lineer kombinasyon) uyarınca, 
c > 0 olmak üzere, 

 



n

1j

)m(
j

n

1j
j

)m(
jm xcexxk  

yazabiliriz. O halde, j sabit olmak üzere,    
   

  sayı dizisi sınırlı olup, Bolzano-

Weierstrass teoremi uyarınca, bir   
   

         yığılma noktasına sahiptir. 

Buna göre, 4.1. Lemmanın ispatında olduğu gibi,      dizisinin, 



n

1j
jjexz  'ye 

yakınsayan bir      altdizisine sahip olduğu sonucunu çıkartabiliriz. M kapalı 
olduğundan,     olur. Bu ise, M'deki keyfi bir      dizisinin, M'de yakınsa-
yan bir altdiziye sahip olduğunu gösterir. Dolayısıyla, M kompakttır. // 
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İncelemelerimiz,   'de (ya da sonlu boyutlu herhangi bir normlu uzay-
da) kompakt ait kümelerin, kesinlikle kapalı ve sınırlı altkümeler olduğunu 
göstermiştir. Bu nedenle, bu özelik (kapalılık ve sinirlilik) kompaktlığın tanım-
lanması için kullanılabilir. Ancak sonsuz boyutlu uzaylarda bunu yapamayız. 
 

Aşağıdaki lemma, konuya ilişkin diğer ilginç sonuçlar için bir kaynak ni-
teliğindedir. 
 
 

4.2. Lemma (F. Riesz Lemması): Y ve Z, herhangi boyutlu normlu bir X 
uzayının altuzayları olsun. Y'nin kapalı olduğunu ve aynı zamanda, Z'nin ger-
çek bir altkümesi olduğunu kabul edelim. Bu durumda, (0,1) aralığındaki her  
sayısı için, 

‖ ‖    ve her     için ‖   ‖    
olacak şekilde bir     vardır. 
 

İspat: Herhangi bir       elemanını göz önüne alalım ve bunun Y'ye 
olan uzaklığını a ile gösterelim, yani, 

 yvinfa
Yy



 

olsun.  

 
Riesz Lemmasının ispatındaki gösterimler 
 

Y kapalı olduğundan, a > 0 olduğu açıkça görülmektedir. Şimdi herhangi 
bir         alalım. infimum tanımı gereğince, 

   ‖    ‖  
 
 

       (1) 

olacak şekilde, bir      vardır (burada,       olduğundan, 
 

 
   oldu-

ğuna dikkat ediniz).   
 

‖    ‖
 olmak üzere,           diyelim. Bu du-

rumda, ‖ ‖   'dir. Ve her     için ‖   ‖    olduğunu gösterebiliriz: 
           olmak üzere, 
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 ‖   ‖  ‖         ‖   ‖         ‖   ‖    ‖ 
 
yazabiliriz.   'in yapısı,      olduğunu gösterir. O halde, a'nın tanımı nede-
niyle, ‖    ‖    'dır. c'nin değerini yazıp, (1) 'i de kullanarak, 
 

 ‖   ‖   ‖    ‖     
 

‖    ‖
 

 
  

  

 
elde ederiz. Bu ise,     'nin keyfi olduğu hatırlanırsa, ispatı tamamlar.// 
 

Sonlu boyutlu normlu bir uzayda, kapalıbirim yuvar, Teorem 2.5.3 gere 
ğ ince, kompakttır. Tersine olarak, Riesz Lemması, aşağıdaki faydalı sonucu 
verir: 
 
 

4.7. Teorem (Sonlu Boyut): Normlu bir X uzayında, kapalı 
     ‖ ‖     birim yuvarı kompakt ise, X sonlu boyutludur. 
 

İspat: M'nin kompakt, fakat         olduğunu kabul edelim ve bu 
kabulün bizi bir çelişkiye sürüklediğini gösterelim. Normu 1 olan, herhangi bir 
   elemanı seçelim. Bu   , X'in, bir boyutlu bir    altuzayını oluşturur. Bu altu-
zay kapalı olup,         olduğundan, X'in bir gerçek altuzayıdır. Riesz lem-
ması gereğince, 

 ‖     ‖    
 
 

 

olacak şekilde, normu 1 olan bir      elemanı vardır. 
 

   ve    elemanları, X'in iki boyutlu ve kapalı reel bir    altuzayını oluş-
turur. Yine Riesz lemması uyarınca, her      için, 

‖    ‖  
 
 
  

olacak şekilde, normu 1 olan bir    eleman, vardır. Özel olarak, 

‖     ‖  
 
 
  

‖     ‖  
 
 
  

dir. Tümevarım yoluyla, 

‖     ‖  
 
 
  

olacak şekilde,      elemanlarından oluşan bir      dizisi elde ederiz. Açıkca 
görüldüğü gibi,      dizisi yakınsak bir altdiziye sahip olamaz. Bu ise, M'nin 
kompaktlığı ile çelişir. O halde,         kabulümüz hatalı olup,         
olur. // 
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Çeşitli uygulama alanlarına sahip olan bu teoremi, kompakt operatörle-
re ili şkin konularda temel bir araç olarak kullanacağız. 
 

Fonksiyonel analizde önemli bir yer tutan kompakt kümeler, sonlu kü-
melerinkine benzeyen ve kompakt olmayan kümelerce paylaşılmayan bazı 
temel özeliklere sahiptir. Sürekli dönüşümlere ilişkin olarak ifade edilen 
önemli bir özelik, kompakt kümelerin kompakt görüntülere sahip olmasıdır: 
 
 

ALIŞTIRMALAR 
 

1. x'in normu olan, ‖ ‖ büyüklüğünün, x'den 0'a kadar olan uzaklık ol-
duğunu gösteriniz. 
 
 

2. Normlu bir    ‖ ‖  uzayında             ‖ ‖     küresine bi-
rim küre adı verilir.    de ‖ ‖      |  | |  |  ile tanımlı norm veriliyor. 
    ‖ ‖   uzayında        birim küresini belirleyiniz. 
 

Çözüm: ‖ ‖    olsun. O halde     |  | |  |    olur. Bu durumda 
       küresi 

                         
kümesi ile  

                       
kümelerinin birleşimidir. Bu ise merkezi orijinde bulunan birim karenin ke-
narlarıdır. 
 
 

3. Normlu bir X uzayında, 
             ‖ ‖      

kapalı birim yuvarının konveks olduğunu gösteriniz.  
 
 Çözüm:            ve X de          olsun. Bu takdirde  

                                  
olduğunu göstermeliyiz. Bunun için           ,                   
olmak üzere ‖ ‖    olduğunu göstermeliyiz. 
 
            olduğundan ‖ ‖       ‖ ‖    olduğu açıktır. Bu yüzden 
de X bir ‖ ‖ olduğundan (N2) ve (N3) aksiyomundan dolayı 
 
 ‖ ‖  ‖         ‖ 
          ‖  ‖  ‖      ‖ 
          | |‖ ‖  |   |‖ ‖ 
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          | |    |   |    
            
elde edilir. O halde     ise          olur. Bu ise          dir. Bu yüzden 
de        bir komveks kümedir. 
 
 

4. Normlu bir X uzayında bir M altkümesinin sınırlı olması için gerek ve 
yeter şart, her     için, ‖ ‖    olacak şekilde, pozitif bir c sayısının var ol-
masıdır.  
 
 Metrik uzaylarda sınırlılık tanımları ve teoremleri yapılmıştı. Normlu 
uzaylar özel metrik uzay olduğundan metrik uzay kavramında olduğu gibi so-
rular çözülür. 
 
 

 5. Gösteriniz ki       √|  |  √|  | 
  fonksiyonu reel sayıların tüm 

           sıralı ikililerin uzayı üzerinde bir norm belirlemez. 
 
 Çözüm: Norm uzayı olmadığını göstermek için (N3) aksiyomunu sağ-
lamadığını gösterelim. Bunun için                 ile verilen    de iki 
sıralı ikili için 

         √|   |  √|   |      

       √| |  √| |      

       √| |  √| |   √  √          
 
             
                  
olduğunu gösterir ki, bu bize  fonksiyonun    de bir norm olmadığını göste-
rir. 
 
 
 6. Eğer d bir normdan elde edilen bir vektör uzayı üzerinde bir metrik 
ve 

         {
                
                           

 

şeklinde tarif edilsin.    bir norm belirlemez. 
 
 Çözüm:         nın 4.3. teoremi sağladığını göstermeliyiz. 

           {
                    
                                 

 

         {
| |                  
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         {
| |                
                                

 

         | | {
       

 
| |

        

                             
 

 
           | |        
bulunur. O halde   , X üzerinde tanımlanan metrikten elde edilen metrik de-
ğildir. 
 
 

7.    ‖ ‖  olsun,              de X normlu uzayında iki yakınsak dizi ol-
sun.      de skalerlerin yakınsak bir dizisi olsun. 
 i)         ve      ise,            

ii)       ve      ise,          
olduğunu gösteriniz. 
 

Çözüm: i) xxlim n
n




 ve yylim n
n




 olsun. Bu takdirde;   

       için            öyle ki         için ‖    ‖  
 
 

  

       için            öyle ki         için ‖    ‖  
 
 

  

kalır.                         alırsak           için 
 ‖             ‖  ‖             ‖ 
        ‖    ‖  ‖    ‖ 

        
 
 

 
 
 

 

          
olur ki bu bize 
 n

n
n

n
nn

n
ylimxlimyx)yx(lim


  

olduğunu gösterir. 
 
 ii) aalim n

n



 ve xxlim n

n



 olsun. Bu takdirde;   

       için            öyle ki         için ‖    ‖  
 

      
  

       için            öyle ki         için ‖    ‖  
 

  | |   
  

kalır.                         alırsak           için 
 ‖           ‖  ‖                ‖ 
         ‖    ‖‖  ‖   ‖    ‖ 

         
  

      
 

 | |

  | |   
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olur ki bu bize 
 n

n
n

n
nn

n
xlimalimax)xa(lim


  

olduğunu gösterir. 
 
 
 8. (Vektör Uzay işlemlerinin Sürekliliği) Normlu bir X uzayında, vektör 
toplama ve skalerle çarpma işlemlerinin, norma göre, sürekli olduklarını, yani, 
           ve           
ile tanımlanan dönüşümlerin sürekli olduğunu gösteriniz. 
 
 

9.      'un olduğunu (alt vektör uzayı olduğunu) gösteriniz. 
 
 

10.   ,    'un kapalı bir altuzayı olduğunu ve dolayısıyla    'ın tamlığını 
gösteriniz. 
 
 

11.    'da, yalnızca sonlu sayıda sıfırdan-farklı terimi bulunan tüm dizi-
lerden oluşan altküme Y olsun. Y 'nin,    'un bir altuzayı olduğunu, fakat, ka-
palı bir altuzayı olmadığını gösteriniz. 
 
 

12. Normlu bir X uzayının bir Y altuzayını ele alalım. Y'nin kapanışı olan 
 ̅ 'nin de bir alt vektör uzay olduğunu gösteriniz. 
 
 

13. 


1k
kx  serisi yakınsak ise 



1k
kx  serisinin yakınsak olmayabileceği-

ni gösteriniz.  
 

14. Bir Banach uzayında, mutlak yakınsak bir serinin yakınsak olduğu-
nu gösteriniz. 
 
 
 15.  X bir normlu uzay olsun.              sırasıyla x ve y’ye yakınsayan 
X’de yakınsak iki dizi olsun.              de sırasıyla  ve ’ye yakınsayan   de 
yakınsak iki dizi olsun. Bu takdirde; 
 i)    ‖  ‖  ‖ ‖ 
 ii)   ‖         ‖  ‖     ‖ 

 iii)  
  

‖  ‖
 

 

‖ ‖
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olduğunu gösteriniz. 
 
 

16. (Schauder Bazı). Bir Schauder bazına sahip olan normlu bir uzayın 
ayrılabilir olduğunu gösteriniz. 
 
 

17.          olmak üzere,      'in,            uzayı için bir 

Schauder bazı olduğunu gösteriniz. 
 
 

18. (Bölüm Uzayı). Y, normlu bir    ‖ ‖  uzayının kapalı bir altuzayı ol-
sun. X/Y üzerinde bir ‖ ‖  normunun,  ̂     , yani,  ̂, Y'nin herhangi bir eş-
kümesi olmak üzere, 

‖ ̂‖        ̂‖ ‖  
ile tanımlandığını gösteriniz. 
 
 

19. (Normlu Uzayların Çarpımı).     ‖ ‖   ve     ‖ ‖   iki normlu uzay 
olsun.         vektör uzay çarpımı, 
 ‖ ‖         ,  ‖ ‖      ‖  ‖  ‖  ‖                   
bir normlu uzaydır. 
 
 Çözüm:  
 

N1) ‖ ‖    ise     ‖  ‖  ‖  ‖     dir. Normlu ifade non-negatif 
olacağından  
  ‖  ‖    ‖  ‖    
 
            
 
                    
dır. Tersine benzer şekilde gösterilir.  
 
 N2) Her    , her     için (‖ ‖  ve ‖ ‖  normlu uzay olduğundan) 
 ‖  ‖      ‖   ‖  ‖   ‖   
                 | |‖  ‖  | |‖  ‖   
             | |    ‖  ‖  ‖  ‖   
             | |‖ ‖ 
dir. 
 
 N3) Her      ,                  ,                   
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 ‖   ‖      ‖     ‖  ‖     ‖   
 

Eğer     ‖     ‖  ‖     ‖   ‖     ‖  ise üçgen eşitsizliğin-
den 
 
     ‖     ‖  ‖     ‖   ‖  ‖  ‖  ‖  
             ‖  ‖  ‖  ‖       ‖  ‖  ‖  ‖   
 
olur. Benzer şekilde     ‖     ‖  ‖     ‖   ‖     ‖  alınarak da 
gösterilir. Buna göre 
     ‖     ‖  ‖     ‖       ‖  ‖  ‖  ‖       ‖  ‖  ‖  ‖   
 ‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ 
Şu halde    ‖ ‖  normlu uzaydır. 
 

20. ‖ ‖ ve ‖ ‖ , X üzerinde eşdeğer normlar ise,    ‖ ‖  ve    ‖ ‖   'da-
ki Cauchy dizilerinin aynı olduklarını gösteriniz. 
 
 Çözüm: ‖ ‖ ve ‖ ‖ , X üzerinde iki eşdeğer olsun. Bu takdirde her     
için 
  ‖ ‖  ‖ ‖   ‖ ‖       (1) 
olacak şekilde        vardır. 
 
 Kabul edelim ki     ,    ‖ ‖  uzayında bir Cauchy dizisi olsun. Bu tak-
dirde 
       :                        için ‖     ‖      
kalır. (1) den her     için 
  ‖     ‖  ‖     ‖     
 ‖     ‖    
kalır ki bu bize      dizisinin    ‖ ‖   uzayında bir Cauchy dizisi olduğunu 
gösterir. 
 
 Şimdi de kabul edelim ki     ,    ‖ ‖   uzayında bir Cauchy dizisi ol-
sun. Bu takdirde 
       :                        için ‖     ‖       
kalır. (1) den her     için 
 ‖     ‖   ‖     ‖      
 ‖     ‖    
kalır ki bu bize      dizisinin    ‖ ‖  uzayında bir Cauchy dizisi olduğunu gös-
terir. 
 
 21. Bir X vektör uzayı üzerindeki ‖ ‖ ve ‖ ‖  gibi iki norm eşdeğer ise,  

(i) ‖    ‖    
(i) ‖    ‖    
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ifadelerinin karşılıklı olarak birbirlerini gerektirdiğini gösteriniz. 
 
 Çözüm: ‖ ‖ ve ‖ ‖  eşdeğer iki norm olsun. Bu takdirde her     için 
  ‖ ‖  ‖ ‖   ‖ ‖       (1) 
olacak şekilde        vardır. 
 
 Kabul edelim ki ‖    ‖    olsun. Yani  
       :                      için ‖    ‖      
kalır. (1) den her     için 
  ‖    ‖  ‖    ‖     
 ‖    ‖    
kalır ki bu bize ‖    ‖    olduğunu gösterir. 
 
 Benzer şekilde tersi gösterilir. 
 
 

22. Riesz lemmasında,         ise,     bile seçilebileceğini göste-
riniz. 
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