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5. BOLUM
YUZEY INTEGRALLERI

GIRIS

Bu boliimde yiizey integralleri olan Divergens (Gauss) teoremi ve Stokes
teoremini inceleyecegiz.

Bir ylzey lzerinde integrel islemini yaparken ylizeyi diizgiin yiizey parca-
larina ayirmak gerekir. Diizgiin ylizeyler kiire, silindir ve koni gibi yiizeylerdir.
Diizglin ytizeylerde koordinatlarin degistirilmesi ile yilizeyin xy diizlemi lizerinde-
ki izdiisiimiiniin kapali diizgiin bir egri meydana getirdigini kabul edelim. Bu yi-
zey 7 = f(x, y) denklemli, birinci mertebeden siirekli ve diferensiyellenebilir olsun.
Bu yiizeyler lizerindeki integral, ylizey parcalari1 lizerindeki integrallerin toplami-
na esit oldugundan burada bir ylizey pargasi lzerinden integral almak yeterlidir.
Sekil 5.1 den de goriildigi gibi z = f(x, y) denklemli yilizeyin her bir noktasindaki
teget duzlemi ve dogrultman kosinuslerinin z,,z ,—1 ile orantih olan normal bir

dogrultusu vardir.
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Sekil 5.1
Yiizeyin her bir noktasindaki ds alan pargasy, teget diizlem icinde olup, xy diizlemi
tizerindeki izdiisiimii dxdy olan yilizey parcasidir. Burada
dxdy =cosa ds
dir. O halde a acis1 ylizeyin her bir noktasindaki normal vektor ile arasindaki agi-
dir ve

1

2 2
J1+z, +27

cosa =

olur.
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T de S ylzeyinin xy diizlemi iizerindeki izdiisiimii olmak tizere ylizeyin
alani
A=Ids=”,/1+zi +z; dxdy
s T
dir.

Ornek: 6x+3y+2z=6 diizleminin koordinat diizlemleri arasinda kalan
parcasinin alanini bulunuz.

Cozim:

Sekil 5.2,

Sekil 5.2. den goriildiigii gibi alani istenen diizlem parcasinin xy diizlemi

tizerindeki izdiistimii X+%=1 dogrusu ile koordinat eksenlerinin smirladigr T

bolgesidir. O halde z= 3(1 —X— %j olur.

3 7
Burada z =-3,z, =—— ve 1+Z +z =— oldugundan,
v > gu
A= J.I,/1+Z +Z dxdy

de yerine konursa
1_1

A= jj dxdy——jx| 2dy—%

yOXO

H —n

(=224

YUZEY UZERINDE SKALER VE VEKTOR ALANLARININ INTEGRALLERI

elde edilir.

5.1. Tanim: f, D bolgesinde siirekli bir skaler alan ve S de diizgtlin bir yi-
zey. Bu ylizeyin vektorel denklemi
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R(x,y)=U(x,y) i +V(xy) j+W(x,y)k
ayrica xy diizleminin bir T bdlgesinde siirekli diferensiyellenebilir olsun. S tize-
rinde f nin ylizey integrali

J.fds

S
seklinde tanimlanir. O halde

(£ ds = [ fUCx,y).VEoy), Wy

dir. Eger S yiizey alam icin f =1 ise yiizey alan

A:mﬁxxﬁyudxdy
S

R, xﬁyH dxdy

dir.

Ornek: R(x,y)=sinxcosy i+sinxsiny j +cosx k,(0<x< n,0<y<2n)
vektorel denklemli kiirenin yiizey alanini bulunuz.

Cozum:

a= [ J[R R, |axdy

y=0x=0
Den
R (X,y)=cosxcosy i +cosxsiny j —sinx k
R, (x,y)=—sinxsiny i +sinxcosy j
ve

i j k
R, xR, =|cosxcosy cosxsiny -—sinx
—sinxsiny sinxcosy 0

=sin’xcosy i+sin”xsiny j+sinxcos x k

bulunur. Bu ifadeler yerine konursa,

R, ><RyH = /sin*xcos’y +sin* xsin y +sin?xcos® x =sin x

2n m 2n 2n

A= I Isinxdxdy=j(—cosx)|g dy=2_[ dy=2y|(2)n=47c
y=0x=0 0 0

bulunur.

DIiVERGENS TEOREMi
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5.1. Teorem (Divergens Teoremi): D, S kapal ylizeyinin ¢evreledigi ii¢
boyutlu uzay bdlgesi ve n de yiizeye ait disa dogru yonlendirilmis birim normal

vektor olsun. Eger F, D bolgesinde siirekli kismi tiirevleri olan bir vektor alani ise
J] Fids= _m divF dx dy dz
S D

dir.

ispat: F(x,y,2)=P(x,y,2) i +Q(x,¥,2) j + R(x,y,z) k olsun.
H(PT.YHQf.ﬁ+RE.ﬁ)ds:m.(@Jra—Q+a—R)dxdydz
5 p \0X dy 0y
dir. Teoremin ispatin1 yapmak icin,

oP o
—dxdydz= i.nd
J-ijéx xdy dz J;Pln S

ijj%Q dxdy da=[[Qjnds
jg‘?a—lzdxdydpjs Rk.ds

esitliklerinin dogru oldugunu gostermek yeterlidir.

Ci)s
h\iv_rl s,
n;‘@:g’
<>

Sekil 5.3.

Z

A

Sekil 5.3. de gortldiigii gibi, S, koordinat eksenlerine paralel dogrularinin
kendisini ikiden fazla noktada kesmedigi kapali bir yiizey, yiizeyin list kismina Sg,
alt kismimna Sz ve silindir ytizeyine Sz diyelim. Bunlarin denklemleri ise

S,:z=f(xy), S;:z=£,(x,y), S;:F,(x,y)<z<F,(x,y)
ve S yiizeyinin xy diizlemindeki izdiisiimiine T diyelim. Simdi de esitliklerin ispati
birbirinin benzeri oldugundan, III. niin ispatin1 yapalim.
fi(x,y)

m—dxdydz ﬂ{ | _dz}dydx

z=f,(x,y)

—J‘J-R(x y, z) fl( ) dy dx
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= [JIRGx.y.£, (5, y))-R(x,y, £, (x,y))]dy dx

dir. S, ist parcasi i¢in k ile n, vektorii arasindaki o agis1 bir dar a¢1 oldugundan
dy dx=cosa ds, =k.i,ds,

dir. Sz alt pargasi i¢in k ile n, vektori arasindaki B agisi dar bir a1 oldugundan
dy dx =—cosB ds, =k.i,ds,

dir. Bu durumda,
[[Rey.fi(x,y))dy dx= [[RKk.A,ds,
T S1

ve

H R(x,y,f,(x,y))dy dx = j j R k.i,ds,
T Sz

dir.
[[ IRy, £, (x,y))-R(x,y. £, (x,y))]dy dx = [[Rk,ds, + [[RKi,ds,
T Sy S,
= H R k.fids
oldugundan
OR =

ﬂ—dx dydx= J]R k.nds

D aZ T
dir. Benzer sekilde S yiizeyinin diger koordinat diizlemleri lizerindeki izdistimleri
alimarak diger esitlikler ispatlanir. Boylece elde edilen esitliginin toplami ile iste-

nilen divergens teoremi ispat edilmis olur.

Ornek: x*+y°=4, z=0, z=3 dogrular tarafindan sinirlanan bélge iize-

rinde alinan F‘(X,y,z) :4)(Y—Zy2 f+z2 k vektor alamm divergens teoreminden
yararlanarak hesaplayimiz.

Cozim: H Fiids= m divF dx dy dz
S D

- 0 0 0
div F = —(4x)+—(-2y*)+—(z°)=4 -4y + 2z
8x( ) 8y( y°) aZ( ) y

[[Frids= j TZ j(4—4y+2z)dzdydx
S x:—2y=,J1j;?z:o
= j T (4z—4yz+zz)‘ dy dx
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2 i
= j j(12—12y+9)dydx
X:_Zyszzigf

2 2
J (2 1y—6y2)\j5m dx

2
[[21V4—x* —6(4—x")+21V4—x" +6(4—x")] dx
X=-2
2
=42 [V4-x* dx
x=—2

- 2
=42 l)(\/4-)(2 +2arcsinX

2 2 2|,
=42( 24— 22+Zarcsm—]—( (-2 4-2° +2arcsm72ﬂ

=42(2arcsin1—2arcsin(—1))

_gy T 3"
2 2
=—84n

Ornek: F(x,y,z)=x’1+xy j +xzk ve Sde z=0,z=b,x* +y? =a? silindir
ylizeyinin yiizey integralini bulunuz.

Cozim: divF= i(xz)Jrﬁ(xy) + E(XZ) =2X+X+X=4X
ax- oy P

ﬁ Fids= HI divF dx dy dz

S Db a J;?i;?
=[ | [¢4x)dxdydz
2=0y=-ay__\[a? x>
—I I(Zx )‘ et dydz
z=0y=-a
=T iz-waz—xzz—(—\/ *~x*)")dydz
x=0y=-a

= j)‘ 3‘2.0 dy dz

x=0y=-a

=0



www.matematikl.com 7

Ornek: F(x,y,z)=x’i+x% j+x’zk ve S de x*+y* =1 yiizeyinin diver-

gens teoreminin dogrulugunu gosteriniz.

Cozlim: leF—&(X )+8y(x y)+ (X z)=3x" +x* +x* =5x
Jﬁﬁ :Ijjdldexdydz
D
1-x2

S
1
= j j j(sxz)dzdydx
x=-1 y= JE:;fz:O
\[4447 4

(SXZZ)LO dy dx

2

Il
H q_.H

y 1-x

\/E
I 20x” dy dx
e

= [20x%| . d
[

I
|.,__,_.

- j‘ZOXZ(\/l—XZ +\/1—X2)dX

x=—1

1
= I4OX2'\/1—X2 dx
x*(1-x )3/2
4

=40 -

—jm dx]

B 1
=40 0+%j\/1—x2 dx}

L -1

1
=1oj\/1—x2 dx

-1

1 > 1 .

=10(EXV1_X +Earcsmxj

=5(arcsin—arcsin(—1)

1

-1
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=57

Divergens Teoreminin Fizik A¢isindan izahu:

F br sivinin herhangi bir noktasindaki hizi, At sariyede ds den gegen sivi-
nin hacmi taban ds ve egik ytksekligi vAt olan silindirin hacmi
H=(VAt)nds=v.nds At
O halde bir saniyede gecen s1vin1n hacmi
H=v.nds
dir. Akan bir akiskanin bir P(x, y, z) i¢ noktasindaki hizi F ve akigkan icindeki bir
D boélgesinin sinir1 olan kapali yiizey S olsun. Bu durumda

[[Frids

S
integrali birim zamanda bu boélgeden disariya ¢ikan akiskam gosterir. Eger akis-
kan sikisamaz ise iceri giren akiskan ile disar1 ¢ikan akiskan bir birine esit ve

H Fiids= JH VEFdv= Jﬂ divF dv=0
halde 51k1§.amazS bir ak1§kazln hizinin dDivergensi sifirdir.

Not: Akan bir akiskanin her noktadaki hizi, o noktadaki birim hacmin bi-
rim zamandaki degisme miktarina esit bir divergense sahiptir.

Not: Bir F vektdr alanimnimn birim normal vektériiniin kapal1 bir ylizey iize-
rinde hesaplanan yiizey integrali, bu vektoriiniin divergensi s6z konusu yiizey
tarafindan sinirlanan hacim tizerinden hesaplanan integraline esittir.

STOKES TEOREMI

5.2. Teorem (Stokes Teoremi): C, basit kapali, par¢ali diizgiin, pozitif
yonlil bir egri ve bu egrinin cevreledigi yiizey, S olsun. Yilzey lizerinde pozitif tara-
fa yonlendirilmis birim normal vektér 1i ve F nin bile senleri SUC de siirekli ve
diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak tizere

J.IE dr= J..[ rot F.o ds
dir. : S

ispat: F(x,y,2)=P(x,y,2) 1 +Q(x,¥,2) j + R(x,y,z) k olsun.
deX+Qdy+Rdz:”rot li.ﬁds:jj‘[ﬁx(PT+Qf+Rlz)].ﬁds
C S S

dir. Buradan,
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[Pdx=[[(VxP1).ids (1)
J.Q dy:J‘J‘(ﬁin) nds (2)
[Rdz=[[(VxRKk).fids (3)

esitliklerini hesaplayalim.

sekil 5.4.

Sekil 5.4. de gorildiigi gibi, S ylizeyinin xy diizlemindeki izdlisiimiine T
diyelim. f, g ve h tek degerli, siirekli ve diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak
lizere S yiizeyinin denkleminin z = f(x, y) veya x = g(y, z) veyay = h(x, z) ile goste-
rildigini kabul edelim. Simdi, S yiizeyinin denklemi z = f(x, y) ve yer vektori

F=xi+yj+zk=xi+y]j+f(x,y)k

oldugundan
or - =
g =j +fy(x,y)k
dir. Bu vektor S yiizeyine teget oldugundan n 'ne diktir. O halde
or . = -
5.n =jn+f (x,y)kn=0
jii= %.ﬁ—fy kii=—z ki
ve S ylizeyi tlizerinde P(x,y,z,) = P(x v, f(x,¥)) = F(X, y) oldugundan
F_oP P o
dy 0y 0y oy

dir. Bunlar , (1) denkleminde yerine koyarsak,
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5| (% (—zy)R.ﬁ—gy—P E.ﬁJ ds

dir. Buradan da S yiizeyinin xy diizlemi {lizerindeki izdiisimii T olmak iizere,

OF
= —ﬁ —dxdy
T Oy
dir. Diizlemde Green teoremi geregince

=IF dx
o

dir. C* egrisinin cevreledigi ylizey T oldugundan, F fonksiyonunun C* egrisinin her
(%, y ) noktasindaki degeri, P fonksiyonunun C egrisinin her (x, y, z ) noktasindaki
degere esit olmas1 C ve C* egrileri i¢in dx ' in degismediginden dolay1

[Fdx=[Pdx=[[(VxPT)iids
Cc* C S
dir. Benzer sekilde yz ve zx diizlemleri {izerindeki izdiisiim yapilarak,
dey:ﬂ(vXQ j).nds
C S
ve
[Rdz=[[(VxRk).nids
C S
esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa
[Pdx+Qdy+Rdz=[[[Vx(Pi+Qj+Rk)].ids
C S
= [[[VxF].6 ds
S
= _U rotF .ii ds
S
elde edilir.

Not: Stokes teoreminin 0zel bir hali diizlemde Green teoremidir.

Eger, yukar 1daki sartlar 1 saglamayan ylizeyler icin de teorem gecerlidir.
Bunun i¢in ytizey S,,S,,.., S, gibi alt yiizeylere ayrilarak, yiizeylerin meydana
geldigi C,,C,,., C_ egrileri sartlar1 saglasin. Bu taktirde her yiizey i¢in Stokes teo-
remi gecerlidir. Bu durumda ytizey S,,S,,., S, yizeylerinin integralleri toplami
alinarak S ytzeyi tizerinden toplam integral bulunur. C,,C,,., C  egrileri boyunca

hesaplanan egrisel integrallerin toplami alinarak C egrisi boyunca hesaplanan
egrisel integral bulunur.
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Ornek: z=./a’ —x* —y” yar kiiresinin

F(x,y,2)=(1-2)y i +ze* j+xsinzk
vektor alanini stokes teoreminden yararlanarak hesaplayiniz.

Coztm: Stokes teoreminden

IJ. rotF .nds= J.IE.dF
S C
=J.(1—z)y dx+ze* dy +xsinz dz
C

dir. Burada
x=acos0, y=asin0, z=0 ve dx=—asin0d0, 0<06<2n
olup,

J'J‘ rotF.nids= _[y dx
S C
= Ta sinO(—asin 0) do
0

2n
=-a’ J‘sin2 0do
0

=—na’

bulunur.

11

Ornek: x°+y?”+z* =1Kkiiresinin iist yarisim n yiizeyi, C, bu yiizeyin smir

ve F(x,y,2)=(2x-y)i-yz* j—y’z Kk i¢in stokes teoreminin dogrulugunu goste-

riniz.

Cozum: S yiizeyi, orijin merkezli, 1 yaricapli olan cemberin xy diizleminde-

ki ¢evresi C olsun

x=c0s0, y=sin®, z=0, dx=-sin0dO, dy=cos0dO, dz=0 ve

0 <0 <2 esitlikleri C denklemleridir. Bu takdirde,
fﬁ.d? = §(2X ~y)dx—yz’ dy -y*zdz
C C

2n
= I[(Z cos 0 —sin 0) (—sin 0 d0) —sin 0.0dy —sin” 0.0.0] dO
0

2n
= I(—Zsin 0cos0+sin”0)do
0
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2n

= cosZG+19—lsin Ocos O
2 2

0
=1+71-0-1-0+0

=T
Ornek: F(x,y,z)=xz1-y j+xyk, SdeA(1,0,0), B(0, 1, 0), C(0, 0, 1) nok-
talar1 tiggenin kose noktalari ise stokes teoreminin dogrulunu goésteriniz.

Cozum:
A(1,0,0)

B(0,1.0) C C(0,0.D
Stokes teoreminden 0<t<1 olmak tlizere
J] rotF.nds= I?.df
S C

C,:x+y=1,z=0icin x=t, y=1-t, z=0 ise dx=dt, dy=—dt dz=0

C,:y+z=1,x=0i¢in x=0, y=t, z=1—-t ise dx=0, dy=dt dz=—dt

C:x+z=1,y=0i¢in x=t, y=0, z=1-t ise dx=dt, dy=0, dz=—dt
0 halde

fF.di= {F.di+ {Fdr+ {F.dr

C

G C, Cs

1 1 1
{xzdx—ydy+xydz:IU:%jdt+jG¢)dt+Iq1—t)dt
0 0

C 0
Ye o '
L2 03

t2
2

t '
2
0 0

=1—1—0+0—1+0+1—1—0+0
2 2 2 3

olur.
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Ornek: F(x,y,z)=(x*+y—-4)i+3xyj+(2xz+2z°)k, S de z=4—/x*—y’
paraboloidinin xy diizleminin {Ustiinde kalan kismimin ylizeyi olduguna gore
.”‘ rotF i ds integralini hesaplayiniz.

S

Cozim:

ﬂ‘rotlﬁ: n ds=_[13‘.d17=j(x2 +y—4)dx+3xy dy +(2xz+z*) dz

S C C
Burada

x=2c0s0, y=2sin6, z=1, dx=-2sin0d0, dy=2cos06d6 , dz=0 ve
0<0<2mr alinirsa

J(XZ+y—4)dx+3xydy+(2xz+zz)dz

C

2n
= j(4cosz 0+2sin0—-4)(—2sin0dB)+3.2cos0.2cos 0 dO+(2.2c0s 0.0+ 0)0
0
2n
= j(—SSin 0cos*0—4sin*0+8sin 0+ 24cos*0.sin 0) dO
0

2n
= I(16sin 0cos’0—4sin’0+8sin0)dO
0

21
= —1—6cos39—4(19—lsin Ocos OJ—SCOSG
3 2 2

0

={—E—4(n—1.0.1j—8}—{—2—4(0—0)—8}
3 2 3

Ornek: F(X,y,z):(y—z+2)T+(yz+4)f—le§, S de x=0, y=0, z=0,
esitlikleri ile belirlenen kiiplin xy dizleminin iistiinde kalan k 1 smi igin stokes
teoreminin dogrulugunu gosteriniz.

Cozim: x=0, y=0, z=0ve x=2, y=2, z=2
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X

xy diizlemi tstiinde kalan kismi

P
rot F= 9 A :—y7+@—4ji—ﬁ
ox oy 0z

y—z+2 yz+4 -—xz

Q» ®

DHFG yiizii igin n=1, x=2

22 22 2 22 2
”[—y?+(z—1)i—f<]fdydz:”—ydydz:j—y? dz=-2 dz=-4
00 00 0 0 0

ABCO yiizii i¢in n=—i, x=0

22 22 2 2|2 2
jj[—y€+(z—1)i-l?](-f)dydz:”ydydz:jy7 dz=2[ dz=4

00 00 0 0 0

ABHF vyiizii igin n=j, y=2

22 22 2
[[l-y 1+@-1)7-K]jdxdz=[ [(z-1)x dx dz=2[(z-1)], dz=0
00 00 0

OGDC yiizii icin n=—j, y=0

ﬁ[—yT+(z—1)i—12](—i)dxdz=j2(1—z)dxdz=f(1—x)x|§ dz=0

00

BCDH yiizii i¢cin n=k, z=2

ﬁ[—yT+(z—1)E—R]dedy=ﬁ—dxdy=_jx|§ dy=—4
00 50 !

OAFG vyiizii icin n=—-k, z=2

14
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22 2
[~y i+(z-1)j-K](-k)dxdy = [ [dxdy =[] dy =4
00 0

|

Toplam Sonu¢ —4+4+0+0-4+4=0

O ey NV

olur.
ALISTIRMALAR
1. ﬂ] V xG dx dydz= ” ixGds esitliginin dogrulugunu gosteriniz.
D s
¢oziim: divF=V.(GxH)=H.(VxG)
ve

(GxH)ii=G.(Hxn)=(Hx1i).G=H.(iixG)
oldugundan
I_U divFdxdydz= ﬂj H.(fixG)dxdy dz= H H.(1ixG)ds
D D S
dir. Burada H vektori integral isaretinin disina alinirsa;
[[] div F dxdy dz=H][[nixGds
D S
ve H sabit bir vektor oldugundan
[[] VxGdxdydz=[[fixGds
D S

olur.

2. Jﬂ Vo dxdy dz= _U d.nds esitli g inin dogrulugunu gosteriniz.
D S

Goziim: Divergens teoreminden div F = %.(d)é) oldugundan
[[] div F dxdy dz= [[[ V(¢G) dxdy dz
D D
dir. Burada
V.(6G)=VdG =GV ve ¢$G.ii =G.dii
oldugundan

[[$G.5i ds= [[G.or ds

dir. G vektoriinii integral disina alirsak
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G[[ Vo dxdy dz=G|[ ¢ ds
ve G sabit bir Vek‘]c)t')r oldugundan S

IJJ Vodxdy dz= J;_[ énds

bulunur.

3. [[[@V*W-wV?p)dxdydz=[[($V¥-PV§)ds esitliginin dogrulu-
D S

gunu gosteriniz.

Cozim: Divergens teoremi ﬂ] V.Fdxdydz= H F.n ds dir. O halde
D

[[[ VFdxdy dz= [[[ V($V¥) dx dy dz

dir. Burada
[[] Vev®) dxdy dz= [[[[(¢V*¥ +V$.V¥) dxdy dz=[[ (¢V¥)ds (1)

[[] V(v dxdy dz= [[[[(¥V*0+ V¥ V) dxdy dz= [ (¥V)ds (2)

(2) den (1) cikarilirsa
[[[1¥9°6-69"¥) dxdy dz=[[ (V947 W) ds

bulunur. Buda ikinci Green 6zdesligidir.
4, _U (fixV)xGds= jé xdr esitliginin dogrulugunu gosteriniz.
S C

Cozim: Stokes teoremi J.lz'.dfz_U (VxF).nids dir. H sabit bir ve F=GxH
C S

alindiginda
§(GxH).dr = [[[Vx(GxH)] 4 ds
C S

§ H(Gxdr)= j j [(V.H)G—(V.G)H].Ads
HfGxdr = [[[V.H)G] 4 ds— [[[F(V.G)] 4 ds

= [[AV.(Gi)ds- [[A[A(V.G)]ds
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— j j H[V.(G.)-1i(V.G)]ds
]

S
olur. H sabir bir vektor oldugundan

iféxdf“:_”(ﬁxﬁ)xéds

H[(ixV)xG]ds

dir.
yeter sartn 'V F=0 oldugunu gésteriniz.
Coziim: Her kapali C egrisi i¢in IF.dF =0< VxF=0 dir.
C

<« VxF=0 oldugunda stokes teoremi geregince
[Fdr=[[(VxF)iids=0
C S

dir.

Bu durumda VxF nin siirekli oldugu bir bolge vardir. Bu bolgede n normali
VxF ile ayni olan bir S yiizeyi vardir. k pozitif bir sabit olmak tizere VxF=kii
dir. S nin sinin1 C olsun. Stokes teoremi geregince,

[Fdr=[[(VxF)ids=k[[nfds>0
C S S

olur. Bu durumda § Fdr=0 ile celigkili olur. O halde VxF=0 olmalidr.
C

Not: fﬁ‘.df’ integralinin yola baghh olmamasi icin gerek ve yeter sart
C

VxF=0 olmasidir.
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