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5. BOLUM
OPTIMIZASYON

OPTIiMiZASYON KAVRAMI

Az miktarda kaynaklarla sinirsiz ihtiyaglarin karsilanmasi durumlarin
coziimiiyle ilgilenen iktisat bilimi temelde ekonomik birimlerin (bireyler, fir-
malar, hiikiimetler vs. gibi) karar alma ya da se¢im yapma siireclerini inceler.
Sec¢im yapma problemiyle karsi karsiya olan ekonomik birimlerin “Homo Eco-
nomicus” diger bir ifadeyle rasyonel davrandiklari varsayimi yapilmaktadir.
Bu baglamda rasyonel davranan bu ekonomik birimlerin, diger kosullar sabit-
ken (ceteris paribus), kendisi icin en iyi olan1 yapmaya calistig1 varsayilir. Bu
varsayim en basit anlami ile optimizasyon olarak tanimlanabilir. Matematiksel
olarak ise bagimsiz degisken ve bagimli degisken arasindaki iliskiyi ifade eden
fonksiyonun birinci tiirevini sifir yapan nokta ya da noktalar optimal (maksi-
mum ya da minimum) degerler olarak ifade edilir. Bu optimal noktay1 bulma
yontemine de optimizasyon ad1 verilir.

Ekonomi teorisi genellikle ekonomik degiskenler arasindaki iliskileri ve
bu iligkiler sonucunda ulasilmak istenen sonuglari iktisadi modellerle agikla-
maya ¢aligir.

Her iktisadi model belirli bir ama¢ dogrultusunda ulasilmak istenen so-
nuclarin optimum yapilmasi veya denge durumlariyla ilgilenir. Dolayisiyla,
“Bir firmanin karini maksimum yapabilmek veya maliyetini minimum yapa-
bilmesi i¢in tiretim miktar1 ne olmalidir?”, “Bir bireyin faydasini maksimum
yapan veya harcamasini minimum yapan tiiketim miktarlar1 ne olmahdir?”,
“Hiikiimetler ekonomik biliyliimeyi maksimum yapmak icin ne tiir programlar
uygulamalidir?”, “Bir iilkenin tasarruf, tiiketim, yatirim, faiz, enflasyon vb.
ekonomik degiskenlerinin optimal diizeyi ne olmalidir” gibi sorunlar1 ¢6zmek
icin izledigi yontemlerin her biri optimal se¢imdir.

Optimizasyon, kisith ve kisitsiz olmak iizere iki bicimde elde edilir. Bu
linitede kisitsiz optimizasyon kavrami tanitilacak ve amaci dogrultusunda ka-
rar alan ekonomik birimlerin (kisitsiz) optimum secimleri tek degisken ve ¢ok
degisken durumunda incelenecektir.
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TEK DEGISKENLI FONKSIYONLARDA KISITSIZ OPTiMiZASYON

Tek degiskenli fonksiyonlarda optimal (maksimum, minimum) degerle-
ri bulma iktisadi uygulamalarda nasil olacaktir? Hem mikro hem makro eko-
nomide tiiketim, tasarruf, fayda, milli gelir, toplam hasila, toplam maliyet, ta-
lep, arz, para talebi, para arzi1 gibi ¢cok sayida iktisadi fonksiyon kullanilmakta-
dir. [ktisadi fonksiyonlarin hemen hemen hepsinde ekonomik birimlerin amaci
dogrultusunda istenilen sonuca ulagsmak i¢in optimizasyon kavrami kullanila-
bilir. Bu linitede basitlik saglamak amaciyla bunlardan sadece kar fonksiyonu
konu anlatimi ¢ercevesinde ele alinacaktir. Bir firmanin kar fonksiyonunun
optimal degerleri belirlenmeden 6nce firmanin amacinin belirlenmesi gerekli-
dir. Iktisadi agidan her firmanin amaci kirini maksimum kilmaktir. Buna gére
tek bir liriin lireten firmanin kar fonksiyonu;

m(Q) = Tr(Q) — Tc(Q)
seklinde ifade edilebilir. Yukaridaki denklemde sirasiyla (Tg) toplam hasilays,
(Tc) toplam maliyeti, (Q) ise liretim miktarini temsil etmektedir. Firmanin
karin1 maksimum yapan iiretim dilizeyini bulabilmek i¢in 6ncelikle kar fonksi-
yonunun birinci tiirevini sifir yapan tiretim miktarini bulmamaiz gereklidir. Kar
fonksiyonunun birinci tiirevi alinir ve sifira esitlenirse,

drn(Q) _ dTr(Q) dTc(Q) _ 0

dQ ~  dQ Q

dm(Q

d(Q) = Mp(Q) ~ Mc(Q) = 0

Mr(Q) = Mc(Q)
sonucu bulunur. Buna gore firmanin marjinal hasilasinit Mg (Q) marjinal mali-
yetine M(Q) esitleyen tiretim miktar1 kar fonksiyonun birinci tiirevini sifir
yapar (Tim piyasa kosullarinda kar maksimizasyonu kosulu Mgr(Q) = M¢(Q)
dir. Ancak, tam rekabet piyasasinin varsayimlarinin sonucunda firmalarin fiya-
t1 veri kabul etmeleri, firmanin marjinal hasilasinin fiyata esit olmasini garanti
eder. Yani, MR(Q) = P dir. Bu nedenle sadece tam rekabet piyasasinda kar
maksimizasyon sart;; P = M¢(Q) seklindedir.). Burada sunu anhyoruz ki ikti-
sadi bir kural olarak algiladigimiz Mg (Q) = M¢(Q) esitligi, aslinda bir matema-
tik geregidir. Iktisadi mantik tasiyan bu kural, matematiksel diisiinme manti-
gina dayandirilarak elde edilen iktisadi bulgulardan bir tanesidir.

Firmanin tiretim miktarini sifir yapan tretim deger ya da degerlerinin
maksimum olup olmadigina karar verebilmek i¢in ikinci tiirevi alinir ve birinci
tiirevi sifir yapan liretim degerleri ikinci tiirevde yerine konur.

d’n(Q") d*Tr(Q") d*TC(Q")

dQz = dQz dQz
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Eger yukaridaki kar fonksiyonunun ikinci tiirev degeri negatif bir sonug
veriyor ise birinci tiirev kurali ile elde edilen kritik nokta ya da noktalarin fir-
manin karini maksimum yaptigi séylenir. Bu durumu bir érnekle agiklayalim.

Ornek: Bir firmanin toplam hasila fonksiyonu Tg(Q) = 12Q — 2Q? ve
toplam maliyet fonksiyonu Tc(Q) = %Q3 —5Q%+17Q + 25 olduguna gore
firmanin karin1 maksimum yapan tiretim diizeyini bulunuz.

Cozlim: Firmanin Kar fonksiyonu;

p(Q) = Tr(Q) — Tc(Q)
=12Q — 2Q% — (%Q3 ~5Q2+17Q + 25)
seklindedir. ilk olarak firmanin kirin1 maksimum yapan degerleri bulabilmek

icin kar fonksiyonun birinci tlrevini sifir yapan noktalar1 belirleyelim. Buna
gore;

dn(Q) B A2 B _
aQ =12-4Q-Q"+10Q—-17=0
dn(Q = e

_dQ =—-Q"+6Q—-5=0

Q-50Q-1)=0
sonucu elde edilir. Yukaridaki denklemin kokleri bulunarak birinci tiirevi sifir
yapan lretim degeri ya da degerleri elde edilir. Q; = 5ve Q, = 1 iiretim de-
gerlerinin hangisinin firmanin karin1 maksimum yapip yapmadigina karar ve-
rebilmek icin ikinci tiirev sartlarina bakilir.

d?n(Q)
oz = ~20+6

d2
“(ZQ) =—25+6=—-4<0
dQ Q=5

d2
“(ZQ) =—2-1+6=4>0
dQ Q:]_

Yukarida goriildiigi gibi iki farkh tiretim diizeyinden bir tanesi Q; = 5
kar fonksiyonunun ikinci tiirevinde degerlendirildiginde negatif; bir diger tire-
tim degeri Q, = 1 ise ikinci tiirevde pozitif bir sonu¢ vermektedir. Daha 6nce
belirttigimiz gibi, bu iki kritik degerden kar1 maksimum kilan ikinci tlirevi ne-
gatif yapan degerdir.

Bu durumda karini maksimum yapmak isteyen bir firmanin 5 birimlik
liretim yapmasi gereklidir sonucu ¢ikarilabilir.
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Ornek: R(t) = tQ vergi geliri fonksiyonu ve satis miktar1 Q = a — bt
seklinde verilmisse devletin vergi gelirlerini maksimum yapan vergi orani ne
olmaldir?

Coziim: R(t) = tQ = t(a — bt) = at — bt?
R'(t) =a—2bt=0

a
t=3p

COK DEGISKENLi FONKSiYONLARDA KISITSIZ OPTiMiZASYON

iktisadi problemlerde, fonksiyonlar genellikle cok degiskenlidir ve eko-
nomik birimlerin hedefleri ¢cok sayida degiskene baghdir. Ornegin, bir bireyin
faydasi, tiiketmis oldugu her malin miktarina baghdir. Bir firmanin iiretim
fonksiyonu, iiretim stirecinde kullanmis oldugu emek, sermaye ve hammadde
miktar1 gibi bircok faktoére baghdir. Buna gore, n sayida bagimsiz degiskenden
olusan z fonksiyonu asagidaki sekilde gosterilir.

z = f(xq,X3,...,Xp)

Tek bir triin tireten firmanin amag fonksiyonuna baglh olarak kar fonksiyonu-
nun optimal degerlerini elde etmistik. Bu boliimde iki ve ti¢ degiskenli fonksi-
yonlarda optimal (yerel maksimum ve yerel minimum) noktalarin nasil bulu-
nacag verildikten sonra, iki ve tg¢ iriin iireten firmanin amag¢ fonksiyonuna
bagl olarak kar fonksiyonunun optimal degerleri ele alinacaktir.

iki Degiskenli Fonksiyonlarda Kisitsiz Optimizasyon

iki degiskenli fonksiyonlarda kisitsiz optimizasyonu iki mal iireten bir
firmanin kar fonksiyonunu g6z 6niine alip yeniden inceleyelim. Buna gore iki
mal Ureten bir firmanin kar fonksiyonu

m(Q1,Q2) = Tr(Q1) + Tr(Q2) — TC(Q1,Q2)
seklinde ifade edilir. Buna gore optimal liretim miktarlarini elde edebilmek

icin kar fonksiyonun birinci mertebeden kismi tiirevleri sifira esitlenir:
ot ot

- = 1-[1 == 0,_ =
Q1 Q2
elde edilir. Daha sonra Hessian matrisi olusturulur ve asal minorlere bakilir
|H| _ 11(Q1,Q;) m,(Q1.Q;)
T,1(Q1,Q,)  7,(Q,,Q,)

m, =0
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|H| = [Ttll(Ql ,Q,)m,,(Q,,Q,) - n12(Q1'Q2)]2 >0

ise firmanin trettigi (Q, Q) mallarin firmanin karin1 maksimum yaptig1 soy-
lenir.

Ornek: Bir firmanin kar fonksiyonu

m(Q1,Qz) = 64Q; —2QF + 4Q;Q, —4Q3 +32Q, — 14
olduguna gore firmanin karini maksimum yapan iiretim diizeyini bulunuz.

Coziim: Kar fonksiyonunun birinci mertebeden kismi tiirevi alinir ve

¢ozlimlenirse
om
0, =m =64—-4Q +4Q, =0
ot
2, =m, =4Q, —8Q,+32=0

taraf tarafa toplanirsa

Q1 =40,Q, =24
bulunur. Buna gore (Qq,Q,) = (40, 24) liretim miktarlarinin kar1 maksimum
yapan miktarlar olup olmadigina karar verebilmek icin ikinci mertebeden

kismi tiirevler alinirsa
2

507 (U Q) = 11(Q,,Q,) = iy (40,24) = ~4
%m
6_Q§ (Ql' Qz) = T[ZZ(Ql' Qz) - 1T22(40' 24) = —8

0 (0m
( ) - TtlZ(Qlf QZ) = 1T12(40, 24) =4

0Qz \0Q,
d ot
20, \ag,/) = m,,(Q,, Q,) = m,,(40,24) = 4
sonuglari elde edilir. Bu sonuglar1 kullanarak Hessian matrisi olusturulursa
|H| _ m:(Q,,Q;) m,(Q,.Q,) _ m,,(40,20) m,,(40,20) _ -4 4 ~16>0
T,1(Q1,Q.) m,(Q,,Q,) |7m,,(40,20) 7,,(40,20) |4 -8

kurgusunu elde ederiz. Son olarak, Hessian determinantini ve ikinci mertebe-
den kismi tiirevi (40, 24) noktasinda degerlendirir isek:

m11(40,24) = -4 <0
sonuglart bulunur ve firmanin sirasiyla (Qq,Q,) = (40,24) birim liretmesi
durumunda karini maksimum yaptig1 soylenir.

Ornek: K ve L sirasiyla sermaye ve emegi temsil etmek iizere toplam
maliyet fonksiyonu TC(K,L) = 160K — 3K? — 2KL — 212 + 120L — 45 ise fir-
manin maliyetini optimum yapan tiretim diizeyini nasil hesaplayabiliriz?
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Onceki 6rnege benzer yolla 6rnek ¢oziilir.

U¢ Degiskenli Fonksiyonlarda Kisitsiz Optimizasyon

Ug mal iireten bir firmanin amacina bagh olarak kar fonksiyonu diizen-
lenir ve iki degiskenli kar fonksiyonu

1m(Q1,Q2,Q3) = Tr(Qq) + Tr(Q2) + Tr(Q3) — TC(Q41,Q2, Q3)

bicimine benzetebilir. Kar fonksiyonunu maksimum kilan tretim miktarlarini
tespit edebilmek icin birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirevlere bakilir. Buna
gore kar fonksiyonun birinci mertebeden kismi tiirevleri sifira esitlenir:

om ot ot

—=m, =0—=1n,=0—=mn, =0
0Q4 ! 0Q; 2 0Q3 3

Yukaridaki ti¢ denklem esanh ¢oziilerek, (Q;, Q,, Q3) lretim miktarlari
belirlenir. Daha sonra Hessian matrisi olusturulur ve asal minérlere bakilir:

Ty1 Tz T3
|H|:7E21 T2 T3

T3y T3y T3

Eger asal mindrler

|[Hy| =my; <O
Ty Ty

H,|= >0
1 Ty

T3p T3y Ty
ise firmanin trettigi mallarin firmanin karin1 maksimum kilan tretim miktar-
lar1 oldugu séylenir.

Ornek: Bir firmanin kar fonksiyonu

m(Q1, Q2,Q3) = 5Q7 — 2Q3 +4Q3 + 10Q; +4Q, + Q;Q3 + 2 Q2Q3 + 50
seklinde verilmistir. Kar1 maksimum kilan tliretim diizeylerini bulunuz. Ikinci
tiirev kosullarini test ediniz.

Coziim: i1k olarak kar fonksiyonunun birinci mertebeden kismi tiirevle-
ri sifira esitlenir ve denklem sistemi ¢oziimlenir.
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ot
—=111=—10Q1+10+Q3=0
36Q1
TC
—=1T2=—4Q2+2Q3+4=0
Oan
TC
—:’]'[3=Q1+2Q2—8Q3=0
0Q3

Yukaridaki denklem sistemini ¢éziimleyebilmek i¢cin A katsayilar matrisi, Q
bilinmeyenler vektorii ve B sabitler vektoriinii temsil etmek iizere;
AQ =B
-10 0 1|Q, [-10
0 -4 2|Q,=-4
1 2 -8Q, 0
seklinde yeniden diizenlenir ve Cramer kurali kullanilirsa birinci mertebeden
kismi tlirevini sifir yapan degerler asagidaki gibi hesaplanir:

-10 0 1
-4 -4 2
QEJAJ: 0 2 Y 288104
Al |F10 0 1| -276
0 -4 2
1 2 -8
-10 -10 1
0 -4 2

_jAA_ 1 0 -8 -336_

Q2_|A|_ T10 0 1] 276 %
0 -4 2
1 2 -8
-10 0 -10
0 -4 -4
QfJAJ: 1 2 0] -120_ .
Al |-10 0 1| -276
0 -4 2
1 2 -8

sonucu elde edilir. Buna gore iiretim degerleri sirasiyla

(Q1,Q2,Q3) = (1,04; 1,22; 0,43)
diir. Bu degerlerin maksimum olup olmadig test etmek icin Hessian matrisi
olusturulur ve asal minérlerinin isaretine bakilr.
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-10 0 1
H=|0 -4 2
1 2 -8
|H;| = -10 <0
-10 0
|H2|:‘ ‘:40>0
—4

|Hz| = |H| = =276 < 0
oldugundan Hessian matrisi negatif tanimlidir ve bulunan degerler firmanin
karini maksimum yapan iiretim diizeyleridir.

Ornek: Bireyin fayda fonksiyonu
U(Xq, X5, X3) = 160X, — 2X% + 120X, — 4X3 + 130X; — 5X3 + 30
ise optimum tiiketim miktarlarini nasil hesaplayabiliriz?

Onceki 6rnege benzer yolla 6rnek ¢oziilir.

KISITLI OPTIMIZASYON

Sonsuz olan insan ihtiyaclar1 karsisinda kaynaklarin kit olmasi ¢ogu
zaman bir secim yapmay1 gerektirir. Bu secim problemi ile bireyler, firmalar,
kurumlar, hiikiimetler kisaca tiim ekonomik birimler karsi karsiya kalir. Yapi-
lacak secim bazen kosulsuz olacaktir. Kosullarin olmadigi durumda yapilan
secime “Kisitsiz optimizasyon” diyoruz. Eger bir firma maliyetlerini goz
ontinde bulundurmadan bagka firmalarin piyasa girmesini engellemek i¢in,
hasilatini maksimize etmeyi amacliyorsa, bu bir kisitsiz optimizasyondur.

Fakat iktisatta se¢im cogu zaman kisitlar altinda yapilmak zorundadir.
Tiiketici biitcesini ve tiriin fiyatlarin1 géz éntinde bulundurup faydasini mak-
simize etmeyi amaclayacak, firma maliyetlerini goz 6niinde bulundurup tre-
timini maksime etmeye calisacak, hiikiimetler enflasyonu ytikseltmeden istih-
dami artirmay1 amaglayacaktir. Tiim bu 6rnekler bir amacin cesitli kisitlar al-
tinda gerceklestirilmesini gerektiren bir siirece isaret etmektedir. Iste bir
amacin belirli kisitlar altinda gergeklestirilmesine “kisith optimizasyon” di-
yoruz. Burada optimizasyon bazen bir maksimizasyon problemi olarak karsi-
miza ¢ikarken bazen de bir minimizasyon problemi olarak karsimiza ¢ikabilir.
Tiiketici sinirh biitgesi ile kendisine en fazla fayday: saglayacak tiiketim bile-
simini secerken bir kisit altinda maksimizasyon problemi ile kars1 karsiya
iken, belirli bir iretim miktarini en diisiik maliyetle gerceklestirmek isteyen
firmanin karsi karsiya kaldigi problem ise bir minimizasyon problemidir.
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Amag ister maksimizasyon, isterse minimizasyon olsun her iki durum da belir-
li kisitlar altinda ¢oziilen bir kisith optimizasyon problemidir.

Kisith optimizasyon matematiksel olarak ise bir fonksiyonu belirli kisit
ya da kisitlar altinda minimum ya da maksimum yapan degerleri bulmak sek-
linde tanimlanabilir.

Optimizasyon problemlerine kisit konmasinin temel amaci iktisadin kit
kaynak problemini esas almaktadir. Ornegin bireylerin calisma-bos zaman
tercih problemlerini ¢6zerken bir giinde 24 saat oldugu ve bu 24 saatin 8 saa-
tini uyuyarak gecirecegi kisitini1 koymaz isek birey faydasini maksimize edecek
calisma-bos zaman bilesimi secerken 16 saatten fazla ¢calismay tercih edebile-
cektir. Boyle bir sonug ise gercekle uyumsuz sonuglarinin ortaya ¢ikmasina
neden olabilecektir.

Bir kisith optimizasyon problemi ii¢ farkh sekilde ¢oziilebilir. Bunlar:
¢ Yerine koyma metodu,

e Toplam diferansiyel metodu ve

e Lagrange carpani metodudur.

Simdi sirasiyla bu ti¢ metodu acgiklayalim.

Yerine Koyma Metodu ile Kisith Optimizasyon

f(x,y) amag fonksiyonunu g(x,y) = k kisit1 altinda optimize etmenin bi-
rinci yolu kisiti amag fonksiyonu igerisine koymaktir. Bunun i¢in 6ncelikle ki-
sit fonksiyonundaki y’yi, x ve k'nin bir fonksiyonu olarak yazmaliy1z:

gxy) =k (1)

y=h(xk) (2)

Simdi x ve k'nin bir fonksiyonu olarak yeniden diizenlenmis kisit1 amac¢ fonk-
siyonuna koyarsak amag fonksiyonunu asagidaki gibi yazabiliriz:

f(x,h(x, k)) (3)
Aslinda bu kisitsiz optimizasyondan bagka bir sey degildir. Eger yukaridaki
fonksiyonun x’e gore tiirevini alirsak I. dereceden kosullara ulasabiliriz:

of(x,h(x,k)) dh
ox =f +f o (4)
Kapali fonksiyon kuralindan faydalanirsak;
dh gx
= (5)
8y
olur. Buradan I. dereceden kosullar:
f
x5 (6)

fy 8y
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olacaktir. Esitlik (6)’da verilen birinci dereceden kosullar1 saglayan x ya da y
ifadesi kisit fonksiyonunda yerine konulmak suretiyle, ama¢ fonksiyonunu
g(x,y) = kkisit1 altinda optimize eden x* ve y* kritik degerleri bulunabilir.

Ornek: f(x,y) = xy amag fonksiyonunu g(x,y) = 4x + 2y = 40 kisit1 al-
tinda yerine koyma metodu ile optimize ediniz.

Coéziim: Once kisit fonksiyonunu y cinsinden yazalim:
Kisit: g(x,y) = 4x + 2y = 400
y = h(x, k) = 20 — 2x
Simdi bu kisit fonksiyonun amag fonksiyonunda yerine yazalim:
f(x,y) = f(x, h(x, k) = x(20 — 2x)
Simdi yukaridaki kisiti iceren amag fonksiyonunu optimize edelim:

af(x,h(x k
0x
x*=5
bulunur. Bu degeriy = h(x, k) = 20 — 2x fonksiyonunda yerine koyarsak:
y'=5

olur. x* ve y* degerleri veri iken, fonksiyonun degeri:
f(x,y) =x"y" =50
bulunur. Bulunan kritik degerlerin amag¢ fonksiyonunu minumum mu yoksa
maksimum mu yaptigini II. dereceden kosullarini inceleyerek soyleyebiliriz:
2
0°f(x,h(xy)) _\er
0x?

maksimum olur.

Toplam Diferansiyel Yaklasimi ile Kisith Optimizasyon

Amag fonksiyonunu bir kisit altinda optimize etmenin bir diger yolu
toplam diferansiyel metodudur. Bu yaklasimda hem amac¢ fonksiyonunun hem
de kisitin toplam diferansiyeli alinip esanli olarak ¢éziilmesi gerekir.

Yine amac¢ fonksiyonumuz f(x,y) ve kisit fonksiyonumuz g(x,y) = k ol-
sun. Her iki fonksiyonun toplam diferansiyeli soyle yazilabilir:

df = f,dx + f,dy (7)
dk = g,dx + g,dy = 0 (8)
Yukaridaki ikinci esitlikten;
dy = — 2 dx 9)
By

yazilabilir. Esitlik (9) daki ifadeyi esitlik (7) de yerine koyarsak;


http://www.matematik1.com/

www.matematikl.com 11

df = (10)

g
fy — g—; dx
olur. Birinci dereceden kosullarin saglanabilmesi icin df=0 olmas1 gerekir. Bu
kosulun saglanabilmesi icin ise:

f.
x_ Ex (11)
fy 8y

olmasi gerekir.

Bir dnceki optimizasyon metodunda oldugu gibi birinci dereceden ko-
sullar1 saglayan x yada y ifadesi kisit fonksiyonunda yerine konulmak suretiyle
amag fonksiyonunu g(x,y) = k kisit1 optimize eden x* ve y* degerleri buluna-
bilir.

Ornek: f(x,y) = xy? amag¢ fonksiyonunu g(x,y) = 4x + 5y = 600 kisit1
altinda optimize ediniz.

Coztim: Amag ve kisit fonksiyonunun I. dereceden kosullan esitlik (11)
verilmisti. Buna gore:

fx _ 8
fy gy
fy=y* f,=2y
gx=4 8y = 5

tir. Bunlarn yerlerine koyarsak:
y> 4
2xy 5

olur. Buradan x = %y yaday = %X bulunur. Bu x ve y degerlerinden herhangi

biri kisit fonksiyonunda yerine konursa:
g(x,y) = 4x + 5y = 600

=4x+5-%x=600
x* =50

olur.y = gx olduguna gore: y* = 80 bulunur.

Lagrange Carpani Metodu ile Kisith Optimizasyon

Kisith optimizasyon problemindeki Lagrange ¢arpani amacin kisittaki
degisime duyarliligini 6l¢mektedir. Dolayisiyla Lagrange carpani amag ile kisit
arasindaki marjinal iliskinin siddetini 6l¢er. Ciinkii karsi karsiya kalinan prob-
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leme gore Lagrange carpanina farkli anlamlar yiiklemek miimkiin olacaktir.
Ornegin tiiketicinin biitce kisit1 altindaki fayda maksimizasyon probleminde, A
harcamanin marjinal faydasina isaret ederken, bir firmanin belirli bir tiretim
kotas1 altindaki maliyet minimizasyon probleminde ise tiretimin marjinal ma-
liyetini gosterecektir.

KISITLI OPTiIMiZASYON iLE iKTiSADI UYGULAMALAR

iktisadi hayatta kit kaynaklar karsisinda pek cok ihtiyaglarin varhig
hemen hemen birgok iktisadi sorunun bir kisit altinda ¢6ziimi, diger bir deyis-
le, kisith optimizasyonu gerektirir. Tiiketicinin fayda maksimizasyon problemi,
bireylerin calisma-bos zaman tercihi, firmanin kapasite kisit1 altinda kar mak-
simizasyon problemi, girdi fiyatlar1 sabit ve firmanin finansman olanaklari
sinirli iken liretimin maksimize edilmesi ya da belirli bir iiretim diizeyinin en
diisik maliyetle gerceklestirilmesi ve bunlara benzer bircok iktisadi mesele
kisith optimizasyon teknikleri kullanilarak ¢ézilebilir. Biz burada bunlardan
sadece en sik karsilasilan optimizasyon problemlerini ele alip okuyucularin
kisith optimizasyon tekniklerini tiim iktisadi problemlere uygulamalarini bek-
liyor olacagiz. Simdi bu 6rnekleri kisaca inceleyelim.

Tiiketicinin Fayda Maksimizasyonu

Hemen hemen birg¢ok iktisat teorisi kitabinda karsiniza ¢ikacak ilk kisit-
I1 optimizasyon problemi tiiketicinin fayda maksimizasyon problemidir. Tiike-
ticinin tiikettigi mallarin fiyatlar veri ve bu mallara harcayacak finansman
olanaklarinin belirli bir sinir1 var iken, tiiketicinin problemi faydasini maksi-
mize etmektir. Konuyu daha iyi anlamak i¢in tiiketicinin x ve y gibi iki mal tii-
kettigini ve bu mallar1 P, ve P, fiyatlarindan satin alabildigini varsayalim. Tu-
keticinin faydasi tlikettigi mallarin miktarinin bir fonksiyonu olduguna gore
tiiketicinin fayda fonksiyonunu, yani amag fonksiyonunu sdyle yazabiliriz.

U=Uxy) (25)
Tiiketicinin biitcesini M ile gosterirsek, tliketicinin biitce fonksiyonunu, yani
kisit fonksiyonunu da, asagidaki gibi yazabiliriz:

M=PX+PY (26)
Bu durumda tiiketicinin problemi asagidaki gibi olacaktir:

maksimize et: U = U(X,y)

kisit M = BX+ B Y
Yukaridaki problemi “yerine koyma” ya da “toplam diferansiyel” yada “Lag-
range” metotlarindan herhangi biri ile ¢g6zmek miimkiin olsa da Lagrange me-
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todunun daha 6nce bahsettigimiz tistiinliigli nedeni ile tiiketicinin optimizas-
yon problemini Lagrange metodu ile ¢ozelim:

Bunun i¢in 6nce Lagrange fonksiyonunu olusturup I. dereceden kosul-
lar1 bulalim:

Lixy,z) =U(xy) + A(M - Px—By) (27)
Lo=o=%0 ip =0 (28)
y=g—;=g—g—ku=0 (29)
Lyz%zM—PXx—Pyyzo (30)

Yukardaki esitlik (28) ve (29) dan:
ou/ox _ 0U/dy

ou du
Aslinda F™ ve a_y x ve y mallarinin marjinal faydalarindan baska bir sey degil-

dir. x ve y mallarin1 marjinal faydalarint MU, = g—g ve MU, = g_;l ile gosterir-
sek, esitlik (31) soyle yazilabilir:

— = (32)
Esitlik (32)’den bulunacak x ya da y ifadesi L, da yerine konularak tiiketicinin
biitce kisit1 altina faydasini maksimize eden x* ve y* mali talep miktari (ya da
fonksiyonlarini), yani tiiketicinin optimal tiiketim bilesimi bulmak miimkiin-
dir.

Yukarida bulunan sonuca “tiiketicinin fayda optimizasyonu” veya “tiike-
tici dengesi” denir ve su sekilde yorumlanir: Iki mal tiiketen bir tiiketicinin
mevcut biitce kisiti altinda faydasini maksimize edebilmesi icin mallarin mar-
jinal faydalarinin fiyatlarina orani birbirine esit olmasi gerekir. Bu tiiketicinin
mallara harcadigi son liralarin marjinal faylarinin birbirlerine esit olmas1 an-
lamina gelir.

Esitlik (32)’de gosterilen tiiketici dengesi su sekilde de yazilabilir:

MUy Py

=5 (33)
MUy Py

iki mal tiiketen bir tiiketicinin bu iki maldan sagladig1 marjinal faydalarin bir-
birine oranina marjinal ikame orani (MRS) denir. Bu durumda yukaridaki esit-

lik;

= MRS, = — (34)
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seklini alir. Esitlik (34) mallar arasindaki MRS’'nin fiyat oranina esit olmasi
demektir Ki, tiiketicilerin tercihlerini yansitan farksizlik egrinin egimi ile tiike-
ticinin biitge kisitin1 gosteren biitce dogrusunun egiminin birbirine isit olma-
sindan bagska bir sey degildir.

Son olarak, Tiiketicinin faydasini biitce kisit1 altinda maksimize ederek
elde dilen talep fonksiyonlarina bayag1 (Marshalgil) talep fonksiyonlar: denir.
Bayag talep fonksiyonlar: talep miktarini tiiketicin geliri ve mallarin fiyatlari-
nin bir fonksiyonu olarak ifade eder. x ve y mallar1 bayag talep fonksiyonlari
asagidaki gibi yazilabilir:

X mal1 bayag talep fonksiyonu: Xy, = X(P, Py, M)
Y mal1 bayag talep fonksiyonu: Yy, = Y(P, Py, M)

Ornek: Fayda fonksiyonu U(x,y) = x%°y®3 biciminde olan bir tiiketici,
x malin1 £10 ve y malin1 £3’den satin almaktadir. Bu iki mal icin harcayabile-
cegi toplam £400’si olan bu tiiketicinin faydasin1 maksimize eden optimal ti-
ketim bilesimini bulunuz. Bulunan tiiketim bilesiminin faydayr maksimum
yapip yapmadigini kontrol ediniz.

Coziim: Bu problemi ¢ozebilmek icin 6ncelikle tiiketicinin kisit fonksi-
yonunu (bitce kisitin1) olusturmak gerekir. Yukarida verilen bilgilere gore
tiiketicinin biitce kisit1 soyle yazilabilir:

M = P, X+ PyY ise 400 = 10x + 3y
Bu durumda tiiketicinin problemi:

Maksimize et: U(x,y) = x%°y%3

kisit: 400 = 10x + 3y
Fayda optimizasyon probleminin ¢6zlimii i¢in gerekli Lagrange fonksiyonu ve
I. dereceden kosullarr asagidaki gibi olacaktir:

L(x,y,A) = x%5y%3 + 4(400 — 10x — 3y)

L, = % = 0,5x7%%y03 — 100 =0
dL _
Ly = %= 0,3x%°y=%7 — 31 =0
oL

Lx—ﬁ=400—10){—3y=0

0,5X_0'5y0'3 O,3x0'5y_0'7
- 10 - 3

x=%yyaday=2x

A

bulunur. Bulunan x yada y ifadesini L, da yerine koyarsak:
400—-10x—3-2x=0
x* =25
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y* =50

A =0.03
bulunur. Sonug olarak bu tiiketici, iiriin fiyatlar1 ve biitcesi veri iken, eger x
malindan 25 ve y malindan 50 birim tiiketirse faydasi maksimum olmaktadir.
Bu tiiketim bilesiminin tiiketicinin faydasini maksimum yapip yapmadigi sinir-
landirilmis Hessian’a bakarak teyit edebiliriz.

Ly = —0,25x"15y03 Lyy = —0,15x %5y ~07

Lyy = —0,21x%%y~17, Lyx = —0,15x %5y ~07
o g gl |0 10 3
H=lg, Lo Ly[=[10 —025x7%y"* —015x %y

8y Lyx L 3 —0,15X_0’5y0'7 —0,21X0‘5y_1‘7

yy
|H,| = [-10(—2,1x"%5y~17 — 0,45x 95y ~17)] 4+ [3(—1,5x %5y ~07) +
0,75x~15y0%3]
|Hy| = 21x7%%y~17 4+ 4,5x705y~17 — 4 5505y =07 4 2 25x~15y03
|H,| = 21x7%5y~17 4 2,25x~15y03 >
|H,| = |[H| > 0 oldugu icin siirlandirilmis Hessian negatif belirlidir.
Dolayisiyla fayda (U) maksimize edilmistir.

Ornek: Yurtta kalan tiniversite II. Simif 6grencisi Zarife, kahvaltisini her
gin yurtta yaparken, 6gle ve aksam yemeklerini okul yemekhanesinde veya
disarida lokantada yemektedir. Zarife’nin bir aylik 6gle ve aksam yemekleri
icin ayirdig biitgesi £180’dir. Bir 6glin yemegin okul yemekhanesindeki fiyati
Py = £3 iken lokantada yemenin maliyeti Py = £6 dir. Her ayin 5 giliniint aile-
sinin yaninda gegiren Zarife’nin fayda fonksiyonu asagida verilmektedir. (Not:
Bir ay 30 giin olarak hesaplanmistir. Dolayisiyla, Zarife her giin iki 6giin olmak
lizere toplam 25 giin-50 6giin yemekhane veya lokantada yemek yemesi ge-
rekmektedir):

FAYDA = U(Y,L) = Y5125
Y: Okul yemekhanesinde yenilen yemek.

L : Lokantada yenilen yemek.

Zarife’'nin £180°’lik yemek biitcesi ile faydasini maksimize edebilmesi
icin, 6gle ve aksam yemeklerinin kac¢ini okul yemekhanesinde, kagini lokanta-

da yemelidir?

Cevap okuyucuya birakilmistir.

Tiketicinin Harcama Minimizasyonu
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Tlketici her zaman faydasini maksimize etmeyi amaglamayabilir. Ba-
zen de belirli bir fayda diizeyine minimum harcamayla ulasmay1 hedefleyebi-
lir. Boyle bir durumda amag fonksiyonu tiiketicinin biitge fonksiyonu iken,
kisit fonksiyonu fayda fonksiyonu olacaktir.

iki mal tiiketen bir tiiketicinin biitce fonksiyonu M = P,x + P,y ve fayda
fonksiyonu U = U(x,y) ise, tiiketicinin problemi;

Minimize et: M = Pyx + By

Kisit: U = U(x,y)

Harcama minimizasyonu durumunda Lagrange fonksiyonu asagidaki
gibi olacaktir:
L(x,y,A) = Px + By + A(U - U(x,¥))
oL ou

LX=§=PX—X%=O (35)
y=ay =B —rgy =0 (36)
Lkzg—kzﬁ—U(X,y)zo (38)
o= = DY (39)

~9U/0x _ 0U/dy
Esitlik (39) aslinda tiiketicinin fayda maksimizasyon problemindeki denge
kosulundan (esitlik 32) baska bir sey degildir:
MU, MUy

_ 1y 40
S, (40)

O zaman buradan su sonug ¢ikarilabilir. Tiiketicinin belirli bir fayda diizeyine
en diisiik harcama ile erigsebilmesi icin tiikettigi mallarin marjinal faydalarinin
fiyatlarina orani birbirine esit olmaldir.

Esitlik (40) yeniden diizenlenirse tiiketicinin harcama minimizasyonu
icin gerekli kosul asagidaki gibi olacaktur.

U P
£ _ MRS, = =
MUy Py

(41)

Tiiketici ister belirli bir biitge ile faydasini maksimize etmek istesin, is-
terse belirli bir fayda diizeyine minimum harcama ile ulasmay1 hedeflesin, her
iki durumda da mallarin marjinal faydalarinin fiyatlarina oraninin birbirlerine
esit olmasi yada MRS'nin fiyat oranina esit olmasi gerektigi sonucu cikarilabi-
lir.

Tlketicinin hem fayda maksimizasyon hem de harcama minimizasyon
problemlerinde optimum tiiketim bilesimini belirleyen denge kosullar1 ayni
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olmakla birlikte talep fonksiyonlar: farkhdir. Tiiketicinin belirli bir fayday1 en
disik harcama ile elde etmesini saglayacak talep fonksiyonlari, mallarin fiyat-
lari ile birlikte tliketicinin fayda diizeyinin bir fonksiyonudur ve Hicksgil talep
fonksiyonu olarak adlandirilir.

Dolayisiyla x ve y mallarinin Hicksgil talep fonksiyonlar1 asagidaki gibi-
dir:

x mali Hicksgil talep fonksiyonu: Xj; = X(P, Py, U)

y mali Hicksgil talep fonksiyonu: Y;; = Y(P, Py, U)

Firmalarda Kisithh Optimizasyon

Tipki tiiketiciler gibi firmalar da faaliyetleri ile ilgili kararlar alirlarken
cesitli kisitlarla karsi karsiya kalir. Dolayisiyla firmalar faaliyetleri ile ilgili ola-
rak aldiklar1 kararlarda bir ya da birkag kisit altinda belirli bir hedefe ulasmak
icin optimal ¢6ziim yolunu bulmaya ¢alisir. Firmalarin karsi karsiya kaldigi en
temel kisith optimizasyon problemlerinden bazilari séyle siralanabilir:

« Belirli bir iliretim diizeyini en diisiik maliyetle gerceklestirmek,

e Faktor fiyatlar ve tiretim teknolojisi veri iken, maksimum tiretimi saglayacak
faktor bilesimini (faktor talebini) belirlemek,

 Kapasite kisiti1 altinda karint maksimize etmek.

Aslinda yukardaki problemlere daha bircogu eklenebilir. Ozellikle fir-
manin rekabet dereceleri farkli piyasalarda faaliyette bulundugu g6z 6ntinde
bulundurulursa firmalar rakip firmalarin da kararlarini ve tepkilerini dikkate
almalar gereken fakli optimizasyon problemleri ile kars: karsiya kalabilir. Fa-
kat bu Unitede firmalarin karsi karsiya kaldiklar1 en temel kisith optimizasyon
problemlerinden ikisi olan maliyet minimizasyonu ve iiretim maksimizasyo-
nundan bahsedilecektir.

Maliyet Minimizasyonu

Firmalar ¢ogu zaman karlarini maksimize edebilmek icin belirli bir tre-
timi en diisiik maliyetle gerceklestirmeyi hedeser. Emek (L) ve sermaye (K)
olmak tizere iki girdi kullanan bir firmanin iiretim fonksiyonu asagidaki gibi
olsun.

q=q(K L) (42)
Bu firmanin sermayeyi PK ve emegi PL fiyatlarindan satin aldigini varsayarsak
o zaman toplam maliyet fonksiyonunu séyle yazabiliriz:

TC = PkK+ P.L (43)
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Eger firmanin amaci belirli bir liretim diizeyini en diisiik maliyetle gercekles-
tirmekse, o zaman firmanin problemi asagidaki gibi yazilabilir.

minimize et: TC = PkK+ P L

kisit: @ = q(K, L)
Bu problemin ¢6ziimii i¢in Lagrange fonksiyonu ve I. dereceden kosullar1 asa-

gidaki gibi olacaktir:
L(K,L,A) = PkK+ P L+ A(q@—q(K L)) (44)
oL d
Lng—szL—xa—Ezo (46)
L =22 =g-q(KL)=0 (47)
_ Pk Py

= 3U70R = 3U/4L (48)

oq . e 0q .
K MPy (sermayenin marjinal fiziki tirtinii) ve L= MPy (emegin

marjinal fiziki tirtiinti) oldugundan;

Esitlik (48) soyle yazilabilir:
MP, P
—_— = (49)
MUk Pk
Faktorlerin marjinal fiziki Uriinlerinin orani fakatoérlerarasi marjinal ikame
oranina (Mrs) esit olugundan;
MP|. PL
MUk Mns = Px
olur. Esitlik (50) de bulunan firmanin optimizasyon kosulu, firmanin maliyet
minimizasyonunu saglayan optimal iiretim faktori talep fonksiyonlarini vere-
cektir.

(50)

Ornek: Sermayeyi Py = £20 ve emegi P, = £5 den satin alan bir firma-
nin iretim fonksiyonu q = 10K%°L%5 dir. Firma aldig1 3600 birimlik siparisi
en ucuz maliyetle gerceklestirebilmek icin her bir faktéorden kag¢ birim satin
almalidir?

Bu sorunun ¢6ziimi okuyucuya birakilmistir.

Uretim Maksimizasyonu

Firmalarin sik¢a karsilastiklar: bir bagka optimizasyon problemi, sinirl
parasal olanaklarla, yani sinirli sermaye ile liretimlerini maksimize etmeleri-
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dir. Aslinda bu problem maliyet minimizasyon probleminin tersidir. Bu opti-
mizasyon probleminde firmanin amag¢ fonksiyonu tretim fonksiyonu iken,
kisit1 maliyet fonksiyonudur. Firmanin kisith iiretim maksimizasyon problemi
asagidaki gibi yazilabilir.

maksimize et: ¢ = q(K, L)

kisit: TC = PkK+ P L

Ornek: Firmanin maliyet kisiti altinda iiretiminin maksimize edilmesi
icin Lagrange fonksiyonunu yaziniz ve I. derecen kosullarin sonucu olan firma
dengesini bulunuz.

Bu sorunun ¢6ziimi okuyucuya birakilmistir.
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