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MARJINAL FONKSIYONLAR
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Daniel Bernoulli
08 Subat 1700, Groningen, Hollanda — 17 Mart 1782, Basel, Isvicre

MARJINAL FONKSIYONLARA GIRI$

3.1. Tanim: Bir iriniin ekonomideki anlik degisim hizina marjinal
fonksiyonlar denir. Bu durum ise fiziksel olarak o fonksiyonun tiirevini verir. O
zaman bir fonksiyonun tiirevi marjinal fonksiyondur.

Yine, bir gelir fonksiyonu verildiginde gelir fonksiyonunun tiirevi bize
marjinal hasila (marjinal gelir) fonksiyonunu verir.

Marjinal Maliyet

3.2. Tanim: Bir malin toplam hasilanin fonksiyonunun bir noktadaki
tiirevine, bu malin bu noktadaki marjinal maliyeti denir. Uretim miktarinin bir
fonksiyonu olarak ifade edebilecegimiz toplam maliyet fonksiyonunu T ile,
marjinal maliyet fonksiyonunu ise M ile gosterirsek, marjinal maliyet asagi-
daki gibi yazilabilir:

M dT

szzT'C
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Yani bir sirketin bir maldan birim tretmek i¢in yaptig1 toplam harcama M
olarak kabul edilirse sirket sahibi herhangi bir liretim miktarinda maliyetin
degisim hizini bilmek ister.

Ornek: Bir malin mal miktar x, toplam maliyet fonksiyonu
Mc(x) =3x2+x+50<x<30
seklinde verilsin. Bu tirtinden 2 birim mal tiretildikten sonraki tiriiniin maliye-
ti,
Mc(3) —Mc(2) =(3-32+3+5)—(3:22+2+5)=%16
ilave olarak, hi¢bir tirtin tUretilmedigindeki durumdan ilk tirtiniin maliyeti,
Mc(1) —Mc(0)=(3:12+14+5)—(3:02+0+5) =44
olarak bulunur. //

Ekonomistler maliyetin tiretilen parca sayisina gore anlik degisim hizini
birim degisimdeki maliyet olarak adlandirirlar. Bunu da tiirev demektir. Bu
toplam maliyet fonksiyonun tiirevine marjinal maliyet fonksiyonu denir.

Ornek: Bir malin mal miktar1 x, toplam maliyet fonksiyonu
Mc(x) =3x24+x+80<x<30
seklinde verilsin. x = 2 ve x = 0 uiriinlerdeki marjinal maliyetini bulunuz.

Cozim: Marjinal maliyet fonksiyonu,
Mc'(x) =6x+1,0<x<30
bulunur
Mc'2)=6:2+1=13veM:/(0)=6-0+1=1
seklindedir.

Ornek: M¢(x) = —3x? + 5x + 16 toplam maliyet fonksiyonunun 0 ve 3
noktalardaki anlik degisim hizlarini bulunuz.

Cozum: Fonksiyonun tirevi M¢'(x) = —6x+ 5 olarak bulunur. Bu
fonksiyon marjinal fonksiyondur. Farkli noktalardaki anlik degisim hizlar1:

x = 0icin M¢'(0) =5

x=3icinM;'(3) =—-6-3+5=-13
olarak bulunur.
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Ornek: Bir tiiccar tanesi £30 olan belirli bir {iriin satin almaktadir. Bu
tliccarin tasima giderleri de £1 000’dir. Toplam maliyet fonksiyonunu yaziniz
ve marjinal maliyeti bulunuz.

Cozlim: x Urin sayist olsun. Buna gore toplam maliyet fonksiyonuna y
dersek, bu durumda M¢(x) = 30x + 1 000 olur. O halde marjinal maliyet fonk-
siyonu M¢'(x) = 30 da olur. Buna gore her bir iiriin i¢in anlik degisimi hiz1 30
olur.

Ornek: M¢(x) = 24x% — 6x,0 < x < 20 maliyet fonksiyonu verilmis ol-
sun. Maliyet fonksiyonun artan ve azalan oldugu araligi bulunuz.

Cozim: Marjinal maliyet fonksiyonu,

Mc'(x) = 48x — 6 = 0 ise x = 8 dir. Tiirev konusunda artan ve azalan
hakkindaki bilgilerimizi hatirlarsak, x = 8 denkleminden, x > 0 i¢in fonksiyo-
nun artan oldugu ve x < 0 icin de azalan oldugu gortliir. O halde tanim kiimesi
icerisine diisen maliyet fonksiyonu [8, 20] aralifinda artan ve [0, 8] aralifinda
azalandir. //

Firmalarin marjinal maliyet fonksiyonlar1 genellikle 6nce azalan, sonra
artan bir grafige sahiptir. Boyle bir marjinal maliyet fonksiyonunun elde edile-
bilmesi i¢in, toplam maliyet fonksiyonunun belli 6zelliklere sahip olmasi gere-
kir:

i) Toplam maliyet fonksiyonu tiirevi 6nce azalan, sonra artan bir fonk-
siyon olmalidir.

ii) Uretim miktar artarken toplam maliyet fonksiyonu asla azalmama-
hdir.

Asagidaki gibi kiibik (3. Dereceden) bir fonksiyon, her iki 6zelligi de ta-
simaktadir:

Tr =aQ® —bQ?+cQ+d, ab,c,d>0veb? < 3ac

Bu fonksiyon li¢lincii dereceden bir polinomdur. Bdyle bir toplam mali-
yet fonksiyonundan elde edilecek marjinal maliyet (M) ve ortalama maliyet
(A¢) fonksiyonlar: soyle olacaktir:

Tr = TC' = 3aQ* — 2bQ + ¢

Acz%C:an—bQ+c+%
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Ac

Tc

>Q Q

Bu sekildeki maliyet fonksiyonlarinin grafikleri tistteki sekilde goste-
rilmistir. Goruldugi gibi, toplam maliyet fonksiyonu monoton, yani siirekli
artan bir fonksiyondur. Buna karsilik, marjinal ve ortalama maliyet fonksiyon-
lar1 6nce azalan, sonra artan bir grafige sahiptir. Bunun nedeni, her iki fonksi-
yonun da karesel birer fonksiyon olmalaridir.

Ornek: Asagida verilen toplam maliyet fonksiyonundan, ortalama ma-
liyet ve marjinal maliyet fonksiyonlarini elde edelim:

Te = 2,5Q% — 13Q2 + 50Q + 12

Boyle bir toplam maliyet fonksiyonundan elde edilecek ortalama mali-
yet fonksiyonu,

A, =%C= 2,5Q2 —13Q+50+%2
ve marjinal maliyet fonksiyonu,
dTC
M = Q- 7,5Q% — 26Q + 50

olarak bulunacaktir. Herhangi bir tlretim seviyesi i¢in ortalama veya marjinal
maliyeti bulmak i¢in, liretim miktarini elde edilen fonksiyonlarda yerine koy-

mak yeterlidir. Mesela Q = 10 i¢in ortalama ve marjinal maliyetler;
TC 12

— = 102 — . - —
A.= Q =2,5-10% — 13 1O+50+10— 171,2
MC=%=7,5-102—26-10+50=540

biciminde olur.

Marjinal Hasila

3.3. Tanim: Bir malin toplam hasilanin fonksiyonunun bir noktadaki
tiirevine, bu malin bu noktadaki marjinal hasila (marjinal gelir) denir. My ile
gosterilir. Marjinal maliyetle ilgili benzer durumlar toplam gelir icin de gecer-
lidir.
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Marjinal hasilay1 degisim orani olarak asagidaki gibi ifade ederiz:
ATR
AQ
Hasila fonksiyonunun tiirevi alinabilir, yani siirekli bir fonksiyon oldugunu
varsayarsak, marjinal hasilay1 miktardaki ¢ok kii¢tik bir artisin, toplam hasila-
da meydana getirecegi degisiklik olarak tanimlayabiliriz. Diger bir ifadeyle
marjinal hasila, toplam hasila fonksiyonunun tiirevidir:
. = 4Tk
R — dQ

Ornek: Bir malin mal miktar x, toplam hasilat (gelir) fonksiyonu
Mp(x) = 2x2 +x+ 15TL,0 < x < 50
seklinde verilsin. x = 2 ve x = 0 uirtinlerdeki marjinal geliri bulunuz.

Cozim: Marjinal gelir fonksiyonu,
Mp'(x) =4x+1
bulunur. Buna gore;
Mp'(x)=4-24+1=9TLR'(0)=4-0+1=1TL
seklindedir.

Ornek: Mg(x) = —x? + 3x gelir fonksiyonu verilmis olsun. Gelir fonk-
siyonun maksimum oldugu noktay1 bulunuz.

Cozim: Marjinal gelir fonksiyonu,

MR'(X)=—2x+Sisex=%
3 3V 239
My (3)=-(3) +3:3=3
X —00 3 oo
2
R(x) + 0 -
R(x) | == 7 2 T
a4

3
dir. Maksimum noktasi — dir.

Ornek: Fransiz havayolu tasimacihig sirketi Air France, Concorde seri-
sinin emekliligi nedeniyle 120 yolcu kapasiteli son ucagiyla 6zel bir diinya tu-
ru yapmaya karar vermis ve piyasa arastirmalariyla; bilet tcreti 100 000
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Fransiz Frangi (FF) oldugunda ancak 60 miisterinin bilet alabilecegi ve her bir
%5'lik indirim i¢in 10 misterinin daha gelecegi gorilmiistiir. Air France bu
kampanyadan maksimum gelir elde edebilmek i¢in bilet fiyatin1 ka¢ FF yapma-
hidir?

Cozim: x = Yapilacak indirimlerin sayisi
Bilet Fiyat1 = 10° - (1 — 0,05x)

Yolcu Sayis1 = 60 + 10x

Gelir = Bilet Fiyat1 - Yolcu Sayisi

Mg(x) = [10° - (1 — 0,05x)] - (60 + 10x)
Mp(x) = 6-10° 4+ 7-10°x — 5 - 10*x?
Mp'(x) = 7-10° —10°x = 0

x =7

Ancak, ugagin yolcu kapasitesi de dikkate alinmahdir. Ciinkii x = 7 ise
Yolcu Sayis1i = 60 + 10 - 7 = 130 > 120 oldugundan kapasiteyi asmaktadir.

x = 6 i¢in Yolcu Sayis1 60 + 10 - 6 = 120 saglanmaktadir. Bu durumda
maksimum gelir icin gereken bilet fiyat1 da 10° - (1 — 0,05 - 6) = 70 000 FF
olmaktadir. //

Marjinal fonksiyonlarla ilgili 6nemli bir noktay1 vurgulamamiz gerekir.
Degisim orani ile tirev ifadelerinden elde edilecek marjinal hasila degerleri
tam olarak ayni olmayacak, fakat birbirlerine ¢ok yakin olacaktir:

ATgR  dTg

— A —

AQ ~ dQ

Bunun nedeni, tirevin ¢ok kiiciik bir degisimi ifade etmesidir. Buna
karsilik degisim orani, herhangi bir miktardaki degisimi gosterebilir.

Ornek: Tz = 100 - Q — 2 - Q% marjinal hasila denklemini hem degisim
orani hem de tiirev yardimiyla hesaplayalim. Once, satis miktarindaki bir bi-
rimlik bir artisin toplam hasilay1 nasil degistirdigine bakalim. Q = 15 degerini
toplam hasila fonksiyonunda yerine koyarsak

Tgr = 100(15) — 2 - 152 = 1050
olarak elde ederiz. Simdi satis miktarindaki bir birimlik bir artisin toplam ha-
silay1 ne kadar artirdigina bakalim. Q = 16 i¢in toplam hasila,

Tg = 100-16 — 2 - 16% = 1088
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olacaktir. Burada AQ = 16 — 15 = 1 dir. Goruldiigu gibi, satis miktarindaki biri
birimlik artis toplam hasilayi, AT = 1088 — 1050 = 38 kadar artirmistir. Do-

layisiyla, degisim orani olarak elde edilen marjinal hasila
Mg =~k =22 = 38
R™ A 7 1
olarak elde edilir. Buna karsilik tiirev kullanarak, marjinal hasilay1
TR =100—-4Q =100 —4-15 =40
olarak elde edilir. Aradaki bu farki sekil iizerinde gorelim.
T

. .. dTR
Tegetin egimi —
g g 40 B

Ortalama Hasila

3.4. Tanim: Satilan birim basina olusan hasila degerine ortalama hasila
denir ve toplam hasilanin satilan mal miktarina béliinmesiyle elde edilir:

T
AR:ER

Ortalama hasila da, marjinal hasila gibi satilan mal miktarinin bir fonk-
siyonudur.

Ornek: Tz = 100Q — 2Q? olarak verilen bir toplam hasila fonksiyonun-
dan ortalama hasila fonksiyonunu asagidaki gibi elde ederiz:

2
Ap =g =12 —100-2q//

Burada da goriildiigii gibi, ortalama hasila fonksiyonu toplam hasila
fonksiyonunu elde etmek icin kullandigimiz talep fonksiyonu ile aynidir. Ger-
cekten de toplam hasila fonksiyonunu Tz = P - Q olarak yazip, sonra da orta-
Tg
Q

hasila malin fiyatina, yani talep fonksiyonuna esittir.

lama hasilay1 bulursak, Ag = = P elde ederiz. Diger bir ifade ile, ortalama

Toplam hasila fonksiyonunu, ortalama hasilay: kullanarak da ifade ede-
biliriz:
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Tr=P-Q=Ag- Q

En sagdaki ifadenin tiirevini alirsak marjinal hasilayi, ortalama hasila
cinsinden ifade etmis oluruz. Bu tiirevi almak i¢in, carpim kuralini uygulama-
miz gerekecektir:

, _ dTg _ dAg ,
Mg = T'r n - dQQ+dQ = A'RQ + AR

Yukarida T'g ve A’y ifadeleri sirasiyla, toplam hasila ve ortalama hasila
fonksiyonlarinin tiirevlerini ifade etmektedir. Toplam hasila ile ortalama hasi-
la arasindaki yukarida elde edilen iliskiden faydalanarak verilen bir ortalama
hasila fonksiyonundan toplam hasila ve marjinal hasila fonksiyonlarimi elde

edebiliriz.

Ornek: Ortalama hasila fonksiyonu Ag = P = 120 — 3Q ise toplam ha-
sila fonksiyonu,

Tr = Ag- Q = (120 — 3Q)Q = 120Q — 3Q?
ve marjinal hasila fonksiyonu,

Mr =Ag'- Q+Ag =-3Q+ 120 —3Q = 120 — 6Q
olarak bulunacaktir. //

Toplam hasila, ortalama hasila ve marjinal hasila fonksiyonlar1 arasin-
daki iliskiyi gormek icin, Tg = aQ — bQ? gibi bir toplam hasila fonksiyonunu
ele alalim. Buradan ortalama hasila ve marjinal hasila fonksiyonlarini asagida-

ki gibi elde ederiz:
Mg =a—2bQ
AR =a-— bQ

Goruldigi gibi marjinal hasila fonksiyonunun egimi -2b iken, ortalama
hasila fonksiyonunun egimi -b’dir. Diger bir ifade ile, marjinal hasila fonksiyo-
nu ortalama hasila fonksiyonundan daha diktir. Bu durum asagidaki sekilde
gorilmektedir.

AR TR
MR
a AR

MR,

al2b alb al2b alb


http://www.matematik1.com/

www.matematikl.com 9

Hem ortalama hasila, hem de marjinal hasila dikey ekseni ayni nokta-
dan kesmektedir. Bu nedenle biitiin Q degerleri i¢in marjinal hasila daima or-
talama hasilanin altinda olacaktir: Mg < Ag dir.

Bu sekilde Q arttik¢a toplam hasilanin dnce arttigini sonra azaldigini
gormekteyiz. Toplam hasila, satis miktar1 Q = % olana kadar artmaktadir. Bu

nedenle Q < % olan bolgede, yani Q = % noktasinin sol tarafinda toplam ha-

silanin tilirevi pozitif olacaktir. Yani bu bolgede toplam hasila artan bir fonksi-
yondur. Diger bir ifade ile, bu bolgede marjinal hasila sifirdan biiytiktir. Bunu

sol taraftaki grafikte de gormekteyiz. Q > % olan bolgede ise toplam hasila
azalan bir fonksiyondur. Diger bir ifade ile, marjinal hasila sifirdan kii¢tikttr.

Toplam hasila fonksiyonun artan fonksiyondan azalan fonksiyona do-
nistigi, yani Q = % oldugu noktada, tiirev sifira esittir. Sekilde goruldigu

gibi, bu noktadaki teget, miktar eksenine paraleldir, yani egimi sifirdir. Marji-
nal hasilanin sifir oldugu bu nokta, ayn1 zamanda toplam hasilanin maksimum
oldugu noktadir.

Buraya kadar bir monopol (tek tiir) firmasinin hasila fonksiyonu ele al-
dik. Tam rekabet piyasasinda faaliyet gosteren bir firmanin toplam, marjinal
ve ortalama hasila fonksiyonlar: farkli olacaktir. Bir tam rekabet firmasi fiyati
veri aldig1 i¢in, miktara bagh bir talep fonksiyonu ile karsi karsiya degildir.
Tam rekabet firmasi igin fiyat butin satis miktarlari icin aynidir. Bu durumda
toplam hasila fonksiyonu Tz = P - Q seklinde dogrusal bir fonksiyon olacaktir.
Bu firmanin marjinal ve ortalama hasila fonksiyonlar1 da sabit ve fiyata esit
olacaktir:

MR = AR =P
Bu marjinal hasila ve ortalama hasila fonksiyonlarinin grafigini ¢izdigimizde
miktar eksenine paralel tek bir sabit fonksiyon elde ederiz.

Marjinal Kar

3.5. Tanim: Bir malin kar fonksiyonunun bir noktadaki tiirevine, bu
malin bu noktadaki marjinal kar1 denir. Yani marjinal maliyet ve gelirle ilgili
benzer durumlar kar fonksiyonu i¢in de gegerlidir.

Ornek: Bir malin mal miktar x, toplam hasilat (gelir) fonksiyonu,
Mg(x) = —0,2x> + 7x+ 5 TL,0 < x < 30
ve toplam maliyet fonksiyonu,
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C(x) =x*+x+5TL0<x <30
seklinde oldugu belirlenmistir. Buna gore
a) Kar fonksiyonunu bulunuz ve marjinal kar fonksiyonu nedir?
b) x = 2 ve x = 0 urtinlerdeki marjinal kar1 bulunuz.

Coztim: Kar fonksiyonunu K(x) ile gosterirsek, 0 < x < 30 araliginda,
Kx) = Mp(x) - C(x)
=(—-0,2x2+7x+5)— (x*+x+5)
= —1,2x% + 6%
elde edilir. Marjinal gelir ve marjinal maliyet fonksiyonlari da sirasiyla,
Mp'(x) = =0,4x+7ve(C'(x) =2x+1
bulunur. Buna gore
Mp'(2)=-04-2+7=6,2TLveR'(0)=-04-0+7=7TL
seklindedir. Marjinal kar fonksiyonu
K'(x)=-24x+6
elde edilir
K(2)=-24-24+6=12TLveK'(0)=-24-0+6=6TL
bulunur.

Marjinal Fiziki Uriinii

3.6. Tanim: Herhangi bir tretim faktoriinden ilave bir birimin kulla-
nilmasi halinde toplam {liretim miktarinda meydana gelecek artis o tiretim fak-
toriiniin marjinal fiziki Griiniini denir. Bu tanim, tiretim fonksiyonunun ttire-
vine karsilik gelmektedir. Sadece emek (L) faktori kullanarak mal veya hizmet
lireten bir firmay ele alalim. Bu firmanin tiretim fonksiyonunu iki temel 6zel-
lige sahip olmasi gerekmektedir: (1) istihdam edilen emek faktorii artarken
lretim miktar1 da artmalidir, (2) tiretim miktarindaki artis, azalan oranda ol-
malidir. Ilk ézellik emegin marjinal fiziki tiriiniiniin pozitif olmas1 gerektigini
soylemektedir.

ikinci 6zellik ise, azalan marjinal fiziki {iriin veya azalan verimler yasa-
sina karsilik gelmektedir. Azalan verimler yasasi, diger faktorler sabit iken bir
liretim faktoriinden kullanilan miktar1 artirmaya devam edersek toplam iire-
time yapacag katkinin giderek azalacagini sdylemektedir.

Simdi de bir liretim fonksiyonunun sahip olmasi gereken o6zelliklerin
matematiksel karsiliklarina bakalim.

Birinci 6zellik, liretim fonksiyonunun tiirevinin pozitif olmasi anlamina
gelmektedir.
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ikinci 6zellik ise iiretim fonksiyonunun ikinci tiirevinin negatif olmasi
demektir.

Uretim miktarim1 Q ile, emek faktériinii L ile, emegin marjinal fiziki
Urlniini ise Mpy, ile gosterirsek, 1. ve 2. 6zellik;

. dQ
1. Ozelhk:a = Mp. >0

. . d?Q d(Mpp)
2. Ozellik: qL2 = L <0

biciminde olur.

Ornek: Q = 300+/L fonksiyonunu olsun. Bu fonksiyonun yukaridaki iki
ozellige de sahip oldugunu kontrol edebiliriz. Once bu fonksiyonun tiirevini

alalim:

dQ _ 3001 _ 150
MpL_dL dL(SOO\/_) T\/_—_ T >0

olur.

Emegin marjinal fiziki iirtiniine esit olan bu fonksiyon, biitiin L > 0 de-
gerleri i¢in pozitiftir. Dolayisiyla bu fonksiyon, pozitif marjinal fiziki {iriin sar-
tin1 saglamaktadir. Bu liretim fonksiyonunun azalan marjinal verimler yasasi-
na uyup uymadigimi gérmek icin ikinci tiirevini almamiz gerekmektedir. Ure-
tim fonksiyonunun ikinci tiirevinin, Mp;, fonksiyonunun birinci tiirevine karsi-
ik geldigine dikkat ediniz:

—75L7%% < 0

d’Q _ d(Mpy) = i(150) _ _1_50L—3/2 _
d

dLz ~ dL N 2

Bu fonksiyon biitiin L > 0 degerleri icin negatiftir. Dolayisiyla azalan
marjinal verimler yasasi gecerlidir.

Marjinal ikAme Oram

3.7. Tanim: Uretimde kullanilan iiretim faktorlerini sermaye ve emek
olarak iki gruba ayirabiliriz. Uretim siirecinde genellikle, iiretim miktarini de-
gistirmeden, bir faktoriin diger faktor yerine ikAme edilmesi miimkiindiir. Or-
negin ayni Uretim miktarinda, kullanilan emek miktar1 azaltilarak bunun yeri-
ne daha fazla sermaye kullanilmas1 miimkiin olabilir. Bir faktérden daha fazla
kullanildiginda, artirilan miktar ile liretim miktarini sabit tutmak icin diger
faktorden azaltilmasi gereken miktara arasindaki orana marjinal ikdme orani
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denir ve Mg olarak gosterilir. Q(K, L) gibi sermaye ve emek faktorlerinin kul-

lanildig bir tiretim stirecinde, Mtg asagidaki gibi tanimlanir:

dK
Mrs = aL

Marjinal ikAme orani ileride bahsedecegimiz ayni zamanda es iirlin eg-
rilerinin egimine esittir. Mesela, Q = K'/3L2/3 seklindeki bir iiretim fonksiyo-
nunu ele alalim. Bu fonksiyonda sermaye faktori K ile gosterilmistir. Marjinal
ikdme oranini bulmak icin, tiretim fonksiyonunu sabit kabul ederek, fonksiyo-
nu asagidaki gibi kapal bir fonksiyon olarak yazalim.

F(K,L) = K/3L%3 =Q

Bu fonksiyon, es triin egrisi olarak bilinir. Marjinal ikdAme oranini bul-
mak i¢in kapali fonksiyon kuralin1 uygulamamiz gerekir:

FK — %K_2/3L2/3

FL — §K1/3L—1/3

_dk_ F 233 LK

Mme = =—— = — = - _72
TS = dL Fx (K_2/3L2/3)/3 L

MARJINAL TUKETIM ve TASARRUF

Tiiketim fonksiyonunun toplam tiiketim harcamalarini (C) , gelir (Yq)
ile gosterelim. Bu fonksiyon, kamu sektdrtiniin ve dolayisiyla vergilerin olma-
dig1 basit bir ekonomi icin, genellikle C = ¢y + ¢, Yy seklindeki dogrusal bir
fonksiyon olarak yazilir. Fonksiyondaki c; katsayisi 6zel bir 6neme sahiptir.

Marjinal tiiketim egilimi ad1 verilen bu katsayi, gelirdeki bir liralik arti-
sin ne kadarmin tiiketime gittigini gosterir. Bu a¢ciklamadan anlasilacag: gibi
aslinda marjinal tiiketim egilimi, tiiketim fonksiyonunun tiirevinden baska bir
sey degildir:

Marjinal Tiiketim Egilimi Mp¢ = ddTC =C=¢q
C

Toplam gelirin tiiketime gitmeyen kisminin tasarruf edilmesini
Y4 = C + S denklemi ile gosterilir. Bu iliskiyi kullanarak
Yg=C+SiseS=Y-C
S=Y—-cy—1Yy
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S=—co+(1—cy)Yq
bir tasarruf fonksiyonu elde edebiliriz.

Elde ettigimiz bu tasarruf fonksiyonu, tiiketim fonksiyonunun aksine
pozitif egimlidir. Tasarruf fonksiyonunun tiirevi bize marjinal tasarruf egili-
mini verir. Marjinal tasarruf egilimi, gelirdeki bir liralik artisin ne kadarinin
tasarruf edildigini gosterir:

Marjinal Tasarruf Egilimi Mpg = % =

S=1-¢

Marjinal tasarruf egilimi ile marjinal tiiketim egiliminin toplamlarinin
bire esit olduguna dikkat ediniz: Mpg + Mpc = (1 — ¢;) + ¢4 = 1 dir. Elde edi-
len gelirin ya tiiketime, ya da tasarrufa gittigi diisiintiliirse, bu sonug hi¢ de
surpriz degildir.

Yukaridaki agiklamalar ¢ergevesinde C = 150 — 0,8Y4 olarak verilen bir
tiketim fonksiyonundan hareketle, marjinal tiiketim egilimi, tasarruf fonksi-
yonu ve marjinal tasarruf egilimini elde edebiliriz. Marjinal tiiketim egilimi
Mpg = C' = 0,8 olacaktir. Marjinal tasarruf egilimini bulmak icin tasarruf fonk-
siyonuna ihtiyacimiz yoktur. Mpc + Mpg = 1 olduguna gore,

Mps=1-0,8=0,2
olacaktir. Tasarruf fonksiyonu ise

S=Yd—C=Yd—150+0,8Yd

=-150+(1-10,8)Yq
= —150 + 0,2Yy4
olarak elde edilir.

FAYDA FONKSIYONU

iktisatta 6nemli konulardan bir tanesi de azalan marjinal fayda konu-
sudur. Ornegin ¢ok a¢ oldugunuz bir zamanda yediginiz ilk dilim pizzanin fay-
dasi ile dordiinct dilim pizzanin faydasi farkl olacaktir. Pizza yemeyi siirdiir-
digiimiiz zaman fayda artacak ancak azalarak artacaktir. Dolayisiyla boyle bir
gercegi yansitan fayda fonksiyonunu dogrusal bir fonksiyonla gosteremeyiz.
Clinkl dogrusal fonksiyonda egim sabit oldugundan yediginiz her dilim pizza-
nin faydasi esit olacaktir. Bu nedenle fayda fonksiyonlar: biikiimli olarak ¢izi-
lerek y ekseninde faydaya, x ekseninde de kullandigimiz ya da tilikettigimiz
maddeye yer verilir.

Firmalarin karlarin1 maksimize etmeye calismalari gibi bireyler da fay-
dalarini maksimize etmeye calisirlar. Bunu gerceklestirmek icin de ne kadar
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calisip ne kadar bos zaman gecireceklerine ya da farkli mallarin hangisinden
ne kadar tiiketeceklerine karar vermek durumundadirlar. Bu tercihleri sayisal
olarak ifade edebilmek icin iktisatta U ile gosterilen fayda fonksiyonlarini kul-
laniriz. Bir tliketicinin fayda fonksiyonu, toplam fayda veya tiiketilen mal mik-
tarlarinin bir fonksiyonu olarak tiiketiciler tarafindan saglanan tatmin olarak
aciklanabilir. Eger tiiketici M; malindan x; birim ve M, malindan x, birim tii-
keterek fayda sagliyorsa fayda fonksiyonu U = U(x4,X;) seklinde gosterilebi-
lir. Bu fonksiyonu daha fazla malin tiiketimine olanak saglayacak sekilde ge-
nisletmek elbette mimkiindiir.

Herhangi bir mali tiiketen tiiketicinin marjinal faydasi, diger biitiin mal-
larin tiiketimi degismedigi durumda, s6z konusu malin tiiketimindeki birim
basina artisin faydada sagladigi artis olarak tanimlanir. Yani fayda fonksiyo-
nunun herhangi bir malin tiikketim miktarina gore kismi tiirevini alirsak bul-

dugumuz degere o malin marjinal faydasi denir. o kismi tiirevi bize x; mali-
i
nin marjinal faydasini verir (MUx;). Eger x; kiiciik miktarda Ax; kadar artarsa

ve diger degisken sabit tutulursa, faydadaki degisim yaklasik olarak

AU = g—)I(JiAXi kadar olur. Eger x; ve x, birlikte degisirse faydadaki degisim
ou ou

AU = 6_X1AX1 + EAXZ formiilii ile hesaplanir.

Bir malin tiiketim miktar: arttikga, tiiketilen son birim, bir 6nceki biri-
me gore daha az fayda saglar. Buna iktisatta azalan marjinal fayda kanunu di-
yoruz. Bu kanunu fayda fonksiyonu tizerinden matematiksel olarak gosterebi-

liriz. I kismi tlirevi M; malinin marjinal faydasini veriyordu. Marjinal fayda-
i
2

nin x; e gore tekrar kismi tiirevini alirsak ) degeri negatif ¢ikar. Yani M,
X1

malinin tiiketimi arttik¢a marjinal faydasi azalmaktadir.

Ornegin bir tiiketicinin fayda fonksiyonunun
U = 1000x; + 450x, + 5x;x, — 2x% — x2
oldugunu varsayalim. Burada x; haftalik bos zaman, x, ise haftalik gelirdir.
x; = 140 ve x, = 400 olmasi durumunda bos zamanin ve gelirin marjinal fay-
dasini hesaplayalim.
ou
6X1
ou
aXZ

= 1000 + 5x, — 4x,

= 450 + 5x; — 2x,
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Bos zaman ve gelir (140,400) ise

ou

— =1000+5-400 —4-140 = 2440
0X1

ou

— =450+ 5-140 — 2-400 = 350
aXZ

Simdi de tiiketicinin iki saat fazladan ¢alisarak haftalik gelirini 40 art-
tirmasi sonucunda faydasinda meydana gelecek degisimi hesaplayalim.

Eger haftalik calisma saati iki saat artiyorsa, bos zaman da 2 saat azali-

yor demektir. Yani Ax; = —2ve Ax, =40 olur. Faydadaki degisim ise

AU = g—)gAxl + %AXZ formiilii ile hesaplanir.0
AU =~ 2440(-2) +350-40 =9 120

olur.

Azalan marjinal fayda kuralinin burada da gegerli oldugunu ikinci dere-
ceden kismi tiirevlerle gosterebiliriz.

OZU— 4 <0 OZU_ 2<0

ax? ve ax%

Fayda fonksiyonlarinin grafik gosterimi farksizlik egrileri ile olur.
U = f(x4,x;) fonksiyonu icin olusturulacak farksizlik egrisi tiiketicinin ayni
fayda diizeyinde kalmasi kosulu ile x; ve x, mallarindan tiiketebilecegi farkh
miktarlar gostermektedir.

Farksizlik egrisinin egimi genellikle negatif olur. Ciinkii tiiketici bir
maldan daha az tiiketiyorsa ayni fayda diizeyinde kalabilmek i¢in diger mal-
dan daha fazla tiiketmelidir.

Farksizlik egrisinin egimine Marjinal ikame oran1 (MRS) ad1 verilir. Bu
bize x; bir birim azalirsa ayn1 fayda diizeyinde kalmak icin x; nin ne kadar
artmasi gerektigini verir. MRS x; ve x, mallarinin marjinal faydalar: kullanila-
rak hesaplanabilir.

Faydadaki toplam degisimin dU = gTUdXI +57dez oldugunu biliyo-
1 2

ruz.
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Verilen bir farksizlik egrisi lizerinde fayda degismedigine gore dU = 0

dx
dir. Esitlikte dU yerine 0 koyarak d_xl (farksizlik egrisinin egimi) degerine ula-
2

sabiliriz.
0= clx1 + g” dx,
0U U aU d
0X1 Xl N 0X2 XZ
MU 1dX1 = _MUXZdXZ
dx, B MUX1
dx; MUy,

Yani farksizlik egrisinin egimi MRS, x; in marjinal faydasinin x, nin marjinal
faydasina oranidir.

- . 1/2_1/2 . . .
Ornek: Fayda fonksiyonu U = X1/ X2/ ise marjinal ikame oranini x; ve

X, cinsinden belirleyiniz.

URETIM FONKSIYONU

Uretim fonksiyonunda ¢ikti (Q), sermaye (K) ve emek (L) girdilerinin
fonksiyonu olarak aciklanir:
Q=f(KL)

Sermayenin marjinal triinii (MPx) emek girdisi sabitken, sermaye gir-
disindeki bir birim artisin ¢iktida ortaya ¢ikaracagi artis olarak tanimlanir ve
uretim fonksiyonunun sermayeye gore kismi tlirevi alinarak bulunur.

d
MPK:£

Emek girdisi sabitken sermaye kiiciik miktarda AK kadar degisirse ¢ik-
tidaki degisim AQ = Q AK formiilii ile hesaplanir.

Emegin marjinal iirtinii (MP,) ise sermaye girdileri sabitken, emek gir-
disindeki bir birim artisin ¢iktida ortaya ¢ikaracag artistir ve tiretim fonksi-
yonunun emege gore kismi tiirevi alinarak bulunur.

Sermaye girdisi sabitken emek kiiciik miktarda AL kadar degisirse cik-

tidaki degisim AQ = g—Q

L AL formiili ile hesaplanir.
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Sermaye ve emek girdileri birlikte degistiginde ise ¢iktidaki toplam de-

gisim yaklasik olarak AQ = g—l% AK + Z—SAL kadar olur.

Uretim fonksiyonunun grafigi es iiriin egrileri ile gosterilebilir. Es iiriin
egrisi ayni ¢ikti diizeyini saglayan emek ve sermaye girdilerinin farkl bilesim-
leridir. Es iiriin egrisinin egimine Marjinal ikame Oran1 (Mrg) ad1 verilir. Es
Uriin egrisi lUzerindeki herhangi bir noktada (L = Ly, K = K;) egimin degeri,
emekteki bir birimlik artis sonucunda, sermayenin ne kadar azalacaginin 6l¢ii-
sudur.

Es lirlin egrisinin egimi, emek ve sermayenin marjinal {iriinleri cinsin-

den ifade edilebilir. Ciktidaki toplam degisim dQ = g—SdL + g—%dK formiili ile

hesaplaniyordu. Es iiriin egrisi tizerinde ¢ikt1 miktar1 sabit oldugundan dQ = 0

dK
olur. Bunu denklemde yerine koyarak a ifadesine ulasabiliriz.

dQ = 21, + Qg

oL oK
0Q - %K
L~ 9K
MP_dL = —MPydK
dK MP.
= " up._ = Mg
dL MPg

Simdi bu formiilii kullanarak Cobb-Douglas tiretim fonksiyonunun ge-
nel bigimi icin marjinal ikame oranini belirleyelim.

Q = AL*K
Moo~ QK 0Q/0L _ MPL_ Aal’TKP ek K

Uretim Fonksiyonunun Homojenligi ve Olgege Gore Getiri

Q = f(K, L) bicimindeki bir iiretim fonksiyonunda, herhangi bir n sayisi
icin f(AK,AL) = A™(K, L) ise fonksiyonun homojen oldugu soéylenir. Hem ser-
maye hem de emek girdisi A ile ¢carpildiginda, A’y1 ortak ¢arpan olarak fonksi-
yonun disina ¢ikartabiliriz. A'nin kuvveti olan n fonksiyonun homojenlik dere-
cesidir. Homojenlik derecesi bize 6lcege gore getiri konusunda bilgi vermek-
tedir.
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n = 1 ise fonksiyon Olgege gore sabit getiri sergiler. Yani girdilerdeki
artis orani ile ¢iktidaki artig orani aynidir.

n < 1 ise fonksiyon 6lgege gore azalan getiri sergiler. Yani girdiler belli
bir oranda arttirildiginda, ¢iktidaki artis bundan daha az olur.

n > 1 oldugunda fonksiyon 6lgege gore artan getiri sergiler. Yani girdi-
ler belli bir oranda arttirildiginda, ¢iktidaki artis, bundan daha fazla olur.

Uretim fonksiyonlarinin iktisatta ¢ok sik kullanilan 6zel bir tiirii Cobb-
Douglas iiretim fonksiyonudur ve Q = AK“LP seklinde gbsterilir. Cobb-
Douglas iiretim fonksiyonunun a + 3 derecesinde homojen oldugunu rahatlhk-
la gosterebiliriz. f(K, L) = AK*LBdir. Burada K ve L yerine AK ve AL yazarsak

f(AK,AL) = A(AK)*(AL)®
= AA“K*APLP
= A*+B(AK“LP)
= A**Bf(K, L)
Dolayisiyla Cobb-Douglas iiretim fonksiyonunda 6lgege gore getiriler de soyle
olur:
a+ B < 1ise dlgege gore azalan getiri
a+ B = 1ise dlgege gore sabit getiri
a+ > 1ise dlcege gore artan getiri

s 1 3
Ornek: Q = 2KzLz fonksiyonu kaginci dereceden homojendir. Bu fonk-
siyonda olcege gore getiri hakkinda ne sdyleyebilirsiniz?

Coéziim: f(AK,AL) = 2(AK)Y/?(AL)3/? = 2)2KY/2L3/2 = X?f(K,L)
2 > 1ise olgege gore artan getiridir.

Euler Teoremi

Homojen fonksiyonlarin sonuglar ile ilgili gelistirilen énemli fonksi-

yonlardan biri de Euler teoremidir. Buna gore Kaa—li + L% = nf(K, L) dir.

Dolayisiyla birinci dereceden homojen bir fonksiyon icin esitligin sag
tarafi toplam ¢ikt1 miktarini verir. Boyle bir fonksiyonda sermaye ile sermaye-
nin marjinal tirtiniind ¢arpip buna emek ile emegin marjinal Uriintniin ¢arpi-
mini eklersek bize toplam ¢ikt1 miktarini verecektir.
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Ornek: Q = K? + 212 seklindeki bir iiretim fonksiyonuna Euler Teore-
mi'ni uygularsak

a§+L68_K 2K+ L-4L = 2K? + 412 = 2(K? + 21?) = 2Q

olur. Buna gore bu tiretim fonksiyonunun homojenlik derecesi 2’dir.

Azalan Marjinal Uriin

Bir treticinin hangi kosullarda tiretimini siirdiirdiigtinti kismi tiirevleri
kullanarak ozetleyebiliriz. Normal olarak bir tretici, girdi miktar1 arttiginda
ciktinin da artmasini ister. Bunun i¢cin emegin ve sermayenin marjinal iirtinii-
niin pozitif olmasi gerekir.

Ancak bir girdinin kullanim miktar1 artmaya devam ederse ¢iktidaki ar-
tis hiz1 genellikle azalir. Yani ¢ikt1 artmaya devam eder ancak azalarak artar.
Bu durum da ikinci dereceden kismi tiirevin negatif olmasi ile gosterilir. Kisa-
ca

Emek girdisi icin MP, g—?‘

2
oy _o'q
oL

> 0 ve

2
Sermaye girdisi i¢in MPKg—I% > 0ve d(l:i/IIEK) = ZK% <0

s 1 1

Ornek: Q = KsL2 geklindeki bir tiretim fonksiyonunda bu kuralin ge-
cerli olup olmadigini inceleyelim. Oncelikle emegin marjinal iiriiniinii belirle-
yelim.

6
1
MP, = gg 5 K Lz = 7\/7— > 0 Emegin marjinal iirtini her zaman po-

zitiftir. Yani kullanilan emek miktar arttikca liretim diizeyi de artar. Simdi de
fonksiyonun ikinci dereceden kismi tiirevini alalim.

aZQ (aQ) ! Kl]_._E 3 K 0 Yani o sinal tiri
= - = — K6 2 = —m— i
0L2 9oL \ 0L 4 4 VL3 ani emegin marjinal tri

nii azalmaktadir. Bunun nedeni de sermaye diizeyi sabitken emek girdisinin
arttirilmasi sonucunda ¢iktida meydana gelen artisin 6ncekilere gore daha az
olmasidir.

Ayni sey sermaye girdisi icin de gegerlidir.
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Kar Fonksiyonu

Ticari isletmenin nihai amaci karin1 maksimize etmektir. Uretimde kul-
lanilan sermaye ve emek girdilerinin bir fonksiyonu olarak tretim fonksiyo-
1 1

nunun Q = KeLz seklinde oldugunu varsayalim. Firma sermaye (K = 0) ve
emegin (L > 0) cesitli bilesimlerini kullanarak belli bir iiretim (Q > 0) gercek-
lestirmektedir.

Bu firmanin iirtin ve faktor piyasalarinda fiyat alicisi oldugunu varsaya-
lim. Eger tretilen iirtiniin fiyat1 P, sermayenin fiyati olan faiz r ve emegin fiyati
olan ticret oran1 w ile gosterilirse, K birim sermaye ve L birim emek kullanan
firmanin kar fonksiyonu
Q(K, L) =Tg — TC
=PQ—-rK—wL
1 1
= PKsLz — rK — wL
olur. Verilen herhangi fiyat, faiz ve ticret degerleri icin, degerler yerlerine ko-
yularak kar fonksiyonu belirlenebilir. Ornegin P = 12,r = 1 ve w = 1 i¢in kar

1 1
fonksiyonu Q(K,L) = 12KeLz — K — 3L dir.

MAR]JINAL FONKSiYONLARIN INTEGRALE UYGULAMASI

Bir firmanin maliyet fonksiyonun tiirevinin marjinal maliyet fonksiyo-
nu oldugunu biliyoruz. Buna gére firmanin maliyet fonksiyonu

Mc(x):jmg(x)dx
olur. x = —x, birimlik Gretimden x = —x, birimlik iiretime gecildiginde yapi-
lacak fazla maliyet

[M{(x)dx

olur.

Ornek: Bir firmanin sabit maliyeti 500 birim olmak iizere maliyet fonk-
siyonu M'¢(x) = 5x + 30 olsun. Maliyet fonksiyonu bularak iiretim x = 10 bi-
rimden x = 30 birime ¢ikarildiginda yapilacak fazla maliyeti bulalim. Firmanin
maliyet fonksiyonu

Mc(x):j5x+30dx :gx2 +30x+c

olur. Bu durumda x = 0 icin M(0) = 500 olmasi gerektiginden
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500:%02+30.0+c

c =500
dir. Boylece maliyet fonksiyonu

MC(X)ng2 +30x+500

olur. Simdi Uretimin x = 10 birimden x = 30 birime ¢ikarildiginda yapilacak
fazla maliyeti bulalim.
30

=2600

10

30 30 5
jM’C(x)dx: J.5X+30dx:(—x2+30x)
10 10 2

olur. //

Bener sekilde bir firmanin gelir fonksiyonunun tiirevinin marjinal gelir
fonksiyonu oldugunu biliyoruz. Buna gore firmanin gelir fonksiyonu

M, (x)= j M, (x) dx
olur. x = x; birimlik satistan x = x, birimlik satisa gecildiginde elde edilecek
gelir

M, (x)dx

olur. Diger yandan kar fonksiyonu P(x) olmak {izere marjinal kar fonksiyonu
K'(x) = Mg'(x) = M'c(x)

oldugundan firmanin kar fonksiyonu
K(x) = [K'(x)dx = [ My (x) - M (x) dx

olur. Buna gore x = x; birimlik satistan x = x, birimlik satisa gecildiginde elde
edilecek kar

TP'(x)dx = T(M% (x)—M¢(x))dx

olur.

ALISTIRMALAR

1. Mr(x) = 25x + 10,0 < x < 50 seklinde verilen toplam gelir fonksi-
yonunun artan oldugu aralik asagidakilerden hangisidir?

A)(0,20) B)(0,25) C)(2550) D)(0,50) E)(20,50)
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2. M¢(x) = 0,4x% + 4x+ 5,0 < x < 5 seklinde verilen maliyet fonksi-
yonunun x = 10 uriin degerindeki marjinal maliyeti asagidakilerden hangisi-
dir?

A)5 B)6 (€)8 D)10 E)12

3. Mp(x) = —4x? + 16x + 25,0 < x < 80 seklinde verilen gelir fonksi-
yonunun marjinal gelir fonksiyonu asagidakilerden hangisidir?

A) Mp'(x) = —-8x+16 B) Mp'(x) =-8x C)MRp'(x) =16

D) Mg'(x) =8x+16  E) My/(x) =0

2
4. Bir lreticinin toplam maliyet fonksiyonu M (x) = % + 1 000 ola-

rak verilmektedir. Marjinal maliyet fonksiyonu asagidakilerden hangisidir?

A) C' = x+16 c’ =2X(X+16) ) ¢ =2X2+16
VO = g? DOW=""007 00w =1
D)C() =2y E)C() =1

5. Toplam gelir fonksiyonu Mg(x) = —0,01x? + 30x ve toplam maliyet
fonksiyonu M¢(x) = 10x + 30 ise, karin maksimum oldugu nokta asagidaki-
lerden hangisidir?

A) (200,1000) B)(300,1000) C) (100, 990)
D) (1 000,9970) E) (12000, 10 000)
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