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8. BOLUM
R™DE ESITSIZLIKLER

Bu béliimde matematigin cesitli konularinda kullanilan tnli esitsizlik-
lerden bazilarin1 vermeye ¢alisacagiz.

ARITMETIK, GEOMETRIK ve HARMONIK ORTALAMA ESITSIZLIiGI

8.1. Teorem (AO-GO-HO): x4, X5, ..., X, = 0 ise

X1 +Xy+-+Xp n n
Z VXX Xy 2T 1 1
n — e
X1 X2 Xn

Aritmetik Ortalama > Geometrik Ortalama > Harmonik Ortalama
esitsizligi mevcuttur.

ispat: a,b > 0 olsun.

(a—b)>=0

a?—2ab+b*>0

a’ 4+ b? > 2ab
aZ+b?

> ab
yazilabilir. Burada a? = x;,b? = x, alinirsa
X1 +X2

2
bulunur. Buna gore;

X1 + X3 = 24/X1X;
dir. Simdi genellemeye ¢alisalim. x4, X5, ..., X, = 0 ise
X1 +X2 + X3 +X4 + -+ Xn-3 +Xn_2 +Xn_1 +Xn

> 24X1Xy + 2,/X3Xy + 0+ 2 /Xp_3Xp_2 T 24/Xp_1Xp
= 2(VX1Xy + /X3X4 + o+ /Xp_3Xp—2 + VXp_1Xn)

> 2( /2\/X1X21/X3X4 + -+ \/2,/xn_3xn_2\/xn_1xn)

= VXX,
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o222 52
= 2%(*\/X1XpX3Xg + - + *{/Xp_3Xpn_2Xn_1Xn)

k
2
== zk( \/X1X2X3X4 o sz_3X2k_2X2k_1X2k)

— k _
= n('i/x1x2x3x4 “*Xp_3Xn—2Xn-1Xn) (2% =n)
olur. Buna gore

X1 +Xo+-+X
= > A%, .. X, (1)

n
esitsizligi elde edilir. (1) esitsizliginde x; = l,x2 = l, v, Xp = 1 > 0 alinir-
Y1 Y2 Y2
sa
1,1, 1
yivz yn -1 1 1
n Y1 ¥2 Y¥n
n
VY2 e Yn 211 —T (2)
ISR ST N
Y1 Y2 Yn
esitsizligi elde edilir. (1) ve (2) esitsizliginden;
X1+Xy++Xp n n
> VXX Xy 2T 1T 1T
n 1Xg e ¥n 2T T T
X1 X2 Xn

elde edilir.

Ornek: a,b,c > 0veabc =1 ise (a+b + c)(ab + bc + ca) ¢arpiminin
en kii¢clik degerini bulunuz.

Cozum: AO = GO oldugundan

a+b+c 3 ab+bc+ca 3
> abcveT > Vab:-bc:ca

3

a+b+c>3Vabcveab+bc+ca=>33ab-bc-ca

olur. Bu iki esitsizligi taraf tarafa carpilirsa;

(a+b+c)(ab + bc + ca) = 93/abcVab - bc - ca
(a+b+c)(ab+bc+ca)>9

bulunur.

Ornek: n € Z* ise
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1 n 1 n+1
(1+5) =(1+53)
esitsizligini gercekleyiniz.
Cozim: Kabul edelim ki x; =x, =--=x,=1 +% ve Xp4q = 1 olarak

alalim. GO < AO oldugundan
X1+X2+"'+Xn+X +1
VX1Xg e XnXpyg < 1 =

n+1 1 n n(1+%)+1
Jo DT
n+1/ ;1 n n+1+r11+
(1 +ﬁ) = n+1

(1 +
n
bulunur.

JORDAN ESITSIZLIGI

Marie Ennemond Camille Jordan
05 Ocak 1838, Lyon, Fransa - 22 Ocak 1922, Paris, Fransa

2
8.2. Teorem: Her x € [O, %] icin X < sinx < xdir.

Ispat: f(x) = x — sinx alalim f'(x) = 1 — cosx = 0 oldugundan f fonksi-
yonu artandir. Su halde her x € [0, %] icin

f(x) = f(0)
X —sinx =0 —sin0



www.matematikl.com 4

sinx < x (3)
yazilabilir. Yine g(x) = %X —sinx alalm g'(x) = % — cosx < 0 oldugundan g
fonksiyonu azalandir. Su halde her x € [O, %] icin

g(x) < g(0)

%x—sinx <0-sin0

2
—x —sinx < 0 4
=X sin x (4)

yazilabilir. (3) ve (4) esitsizliginden
2
—x <sinx <X
1'[

elde edilir.

" 1 T
Ornek: Her K(kt1) € [O, Z] icin — ZSIH k(k <1 esitsizligini

k=1
Jordan esitsizligi yardimiyla gercekleyiniz.

Cozim: Jordan esitsizliginde 6zel olarak x = m secilirse;
2 1 1 1

- < sin <

m k(k+1) k(k+1) = k(k+1)

0 o0

n];k(kﬂ) sz k(k+1 Z‘k(kn)

yazilabilir. Burada

=6n)= Zk(k+1)

kismi toplamlar dizisi olsun.

n 1
;k(ku) ;(E_ﬁj nfi[l_nﬂj:l

oldugundan (5) esitsizliginden

(5)

T k=1

elde edilir.

YOUNG ESITSIZLiGi
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Will'iv Hehry “Young
20 Ekim 1863 Londra Ingiltere - 07 Temmuz 1942 Lozan isvicre

1
8.3. Teorem: p > 1veqda ; + a = 1 olacak sekilde tanimlansin. a ve

B herhangi iki pozitif say1 olmak tlizere,
afy < ob + h
~ P q

esitsizligi vardir. Burada p ve q sayilarina eslenik tisler denir.

. 1 1
Ispat:g + a = 1 oldugundan (p — 1)(q — 1) = 1 yazilabilir. Buna gore

p—1 =ﬁveyaq—1=ﬁ
dir. Burada
f: R* U {0} >R* U {0}
t-f(t) =ttt =u
seklinde tanimlanan f fonksiyonunu alalim. tP~! = u <t = u/P~1 = yP~?! ola-
caktir. Burada su iki sekli verelim.

i / 1) I’; L
L

o 2

Simdi bu sekilleri inceleyelim. Bu sekillere gore a ve B nin ¢arpimlari sekildeki
dikdortgenlerin alanlarini verecektir. Bu dikdoértgenin alanlar1 fonksiyonun
saginda ve solundaki alanlardan kiiciik kalacaklarina dikkat edelim. O halde

a B p q

aps [+ Jurt =% B (6)
0 0 P q

esitsizligini elde ederiz. //
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Bu esitsizligin a veya f'nin birinin veya her ikisinin sifir olmasi duru-
munda esitsizlik asikardir.

a b
Ornek: J.log(x +1)dx + J.10X —1>ab oldugunu gosteriniz.
0 0

Cozlim: (6) esitsizliginde t ve u fonksiyonlarina dikkat edersek,

log(x+ 1) =yiginx = 10Y — lise f~1(x) = 10— 1
a b
jlog(x+1)dx+j1ox —1>ab
0 0
elde edilir.

BERNOULLI ESITSIZLiGi

A

AC. BERNOULLI, MATH.PJ
Jacob Bernoulli
06 Ocak 1655 Basel isvigre - 16 Agustos 1705 Basel Isvicre

8.4. Teorem:r € (1, +),x € (—1, +0) icin
Q1+x)"=>14+xr
dir.
Ispat: r € (1, +),x € (—1, +00) i¢in

fx)=1+x)"—1—xr
olsun. Bu takdirde
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f'f&x)=r(1+x)"1—-r=0
rf(1+x)1-1]=0
1+x)1=1
x=0
ve
f'(x)<0,—1<x<0ise(1+x)<1lyani(1+x)"1<1
f'(x) >0, 0<x<oise(1+x)>1yani(1+x)""1>1
f fonksiyonu x = 0 noktasinda yerel minimuma sahiptir.
f(x) = £(0)
1+x)"1—-1-r=0
1+x)"=>1+xr
olur.

Ornek: (1++2)%3 > 1+3+2
NESBITT ESITSIZLIGi

Cecil James Nesbitt
10 Ekim 1912, Thunder Bay, Kanada - 2001

8.5. Teorem: a, b, c pozitif sayi,
a b c 3

+ + > =
b+c c+a a+b " 2
esitsizligi mevcuttur.

Ispat: A0-GO-HO esitsizliginde a + b,b + ¢, ¢ + a sayilar1 i¢cin uygulanir-

sa,
(a+b)+(b+c)+(c+a) 3
= 1 1 1
3 €1 €1
a+b b+c c+a "

((a+b)+(b+c)+(c+a))(aib+bic+c+a)29

1 1 1
2(a+b+c) (a+b+b+c+c+a) =

a+b+c a+b+c a+b+c
+ +
a+b b+c c+a

9
2_
2
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b _9
a N b N C >3
b+c c+a a+b "~ 2

PERMUTASYON (YENIDEN DUZENLEME) ESIiTSIZLiGi

8.6. Teorem: 0 <a; <a, <+ <a,0<b; <b, < <b,icin

a1b1 + azbz + oo + anbn 2 albn + azbn_l + e + anbl

n n
Zakbk 2 zakbn—k+1
k=1 k=1

dir. (Eger verilen c artan degilse a; artan permiutasyon dizilimi yazilabilir.)
ispat: Tiimevarim yéntemini uygulayalim.
n = 2icgina; <a,,b; < b,ise

a;—a, <0,b;—b, <0

(a; —az)(by —by) 20

a;b; —a;b, —a,b; +a,b, =0

a;b; +a,b, = a;b, +a,b;
bulunur.

n = k + 1 i¢in dogru olsun, yani
aiby +azby + -+ + agybrir = arbyyg +agby + -+ aggby
olsun. n = ki¢in

albl + azbz + + akbk 2 albk + azbk_l + + akb1

oldugunu gostermeliyiz. Her k icin by < by, olmak iizere

a;b; +a,b, + -+ ayby

= (a;by +azby + -+ + agby + agp1bry1) — Axr1bris

2 (a1by1 +azbi + - + aky1by) — akp1bras

> albk+1 + azbk + -+ akbz + ak+1b1

> albk + azbk_l + -+ akb1 + 0, (Her k i(;in A1 < ak,bk_1 < bk)
olur.
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Ornek: c;, c,, -+, ¢, birer farkli pozitif reel say1 olmak iizere,
C1 Co Cn 1 1
e it TR S B Sl SR
12 22 n? 2 n

esitsizligi gercekleyiniz.

Coztum. Kabul edelim ki, (a1, a,, :**, a,) dizilimi c;'lerin artan sirayla di-
zilimi olsun. a;'ler farkl pozitif reel saylar olduguna goére, a; > 1,a, >
2,++,a, = ndiyebiliriz.

C1 Co Cn dq dr dn
ErEttmE Rt
1 2 n
>ttt
12 122 . 1'12
=1+7+" +H

8.1.Sonu¢:a; >a, =>-->a, >0,b; 2b, >+ >Db, >0icin

a1b1 + azbz + oo + anbn S albn + azbn_l + e + anbl

n n
Zakbk > Zakbn—k+1
k=1 k=1

dir.

Ornek: x > y > zve xyz = 1 olsun. Bu takdirde
<2 y2 22 3
+ =y — ==
z+y x+z x+y 2
dir. Gosteriniz.

Cozim: x =y = zve xyz = 1 oldugundan
> 1 > 1
Z+y — X+z T Xty
yazilabilir. Permiitasyon esitsizligi uygulanirsa
%2 y2 72 <2 y2 72
+ > + + (7)
z+y x+z x+y  x+y x+z z+y
bulunur. Burada;
X2y
x? > xy
2x% > x% +xy
x? X
— 2 [—
x+y — 2

x2 >y? >1z%ve
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2 72
olacagindan, benzer §ek11dey— > X — 2> bulunur (7) esitsizligi
X+ 2’ zZ+y

x? 2 z? X z
T T e
z+ty x+z x+y 2 2 2
olur. AO-GO-HO dan
x? 2 z2  x+y+z 3 3
+ Y = Y = =3 XyzZ = =
z+y x+z XxX+y 2 2 2
elde edilir.

CEBISEV (CHEBYSHEV) ESITSIZLIGI

Pafnuti Lvovi¢ Cebisov (Pafnuty Lvovich Chebyshev)
16 Mayis 1821, District, Rusya - 08 Aralik 1894, St. Petersburg, Rusya

8.7.Teorem: 0 <a; <a, <--<a,,0<b; <b, <+ <b,icin

+ay+-+ap)(b;+by+-+b
albl + azbz + + anbn 2 (al az an)rf 1 2 1’1)

Sanei( )50

dir.

Ispat permiitasyon esitsizliginde oldugu gibi tiimevarim yéntemiyle

yapilir.

Ornek: a,b,c > 0 ise
aabbCC > (abc)(a+b+c)/3

oldugunu gercgekleyiniz.
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Cozuim: (a,b,c) ve (loga,logb,logc) sayr kiimelerini alalim. Cebisov
esitsizligini uygulamaliyiz.

aloga+blogb+ clogc > (a+b+c)(loga+logb+logc)%

loga? + logb® + logc® > (a-l-zﬂ (log abc)

loga®bPc® > log abc(@+P+9)/3
aabbcc > (abC)(a+b+C)/3

Ornek: 0 <a, < 1,k=1,23,..,nveS=a; +a, + -+ a, ise

i . nS
~1-a, n-S

oldugunu gercekleyiniz.

Cozim: Genelligi bozmadan 0 < a; < a, < - < a, alalim.
a1 a2 dn
1—a121—a22---21—an>0Ve1 < < - <

—-a1 1-a, 1-ap

Cebisov esitsizligini uygularsak,

=4 g 2 (1- ORI Ne
S = T (1—-ap)+ T—a (1—-az)+-+ T—an (1—-ay)

gl

n|igl-a |3

s

n [iol-a,

bulunur. Buna gore;

n

Zak >n_S

k=1 1 _ak B Il _S
elde edilir.

KUVVET ORTALAMASI ESITSIZLiGI

8.8. Teorem: a;,a,, :-,a, > 0ves < ticin

1/t
(a§+a§+---+ag)”s - <at1+at2+---+a}‘1> /
n n
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n 1/s n 1/t
(1Zai] s(lza;j
n

Ny k=1

dir.

Ispat permiitasyon esitsizliginde oldugu gibi tiimevarim ydntemiyle
yapilir.

£, UZAYI
8.1. Tanim: X = (x,) Kompleks terimli bir dizi olmak lizere p > 1 i¢in

>

n=1

Xn

’ <o olacak sekilde x = (x,,) dizilerin uzayina ¢}, uzay1 denir.

x,|" <o, VvneN,x, €Cp =1}

£y =fx= (o) Y

dir. Ozel olarak ¢, uzayina Hilbert uzay1 ad1 verilir.

HOLDER ESITSIZLIiGI

Otto Ludwig Holder Stuttgart
22 Aralik 1859, Stuttgart, Almanya - 29 Agustos 1937, Leipzig, Almanya

1 1
8.7. Teorem: p ve q> 1, ayrica ;+a = 1 olsun. Bu takdirde
X = (x) € £,y = (¥7) € £ igin

w» w Yp/ o Yq
p q
Sl <[t | Sl

esitsizligi gerceklesir.
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ispatx = (x;) € ¥,y = (i) € £}, dizlerinden biri ya da her ikisi sifir di-
zisi ise esitsizligin saglandig1 aciktir. Bu nedenle kabul edelim ki her ikisi de
sifirdan farkl yakinsak diziler olsun. Burada (X)) ve (¥,) dizilerini

L[ =1ve 3 [7[ =1 (8)
i=1 i=1
olacak sekilde alalim. Young esitsizligi de a = |X;| ve § = |¥,| alirsak
~ o~ 1, 1,
1%, - ¥ SE|X1|p‘|'a|}’1|q 9)

elde ederiz. (9) yi i izerinden toplam alirsak (8) den

Eime o o Liep 1iopq
SRal<3 e |- SR St ao
i=1 i=1

i=1 q i=1
bulunur. (x;) ve (y;) yakinsak
K= F=— (11)

Sr)” ()

m=1
secersek (8) esitligi saglanir. Gercekten;

bulunur. (11) ifadesml (10) de yerine yazilirsa

SR.|<1
i=1

S Xi i

; » "/ i 1/q =1

i= p q
0] 30

1 00
7a Z|xi.yi|£1

(Ze) (2]

w . Y/ o 1q
p q
Sl <[ Tkl | (Sl

olur.

CAUCAHY-SCHWARZ ESITSIZLIiGI
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Hermann Amandus Schwarz
25 Ocak 1843 Jerzmanowa, Polonya - 30 Kasim 1921, Berlin, Almanya

8.2. Sonug¢ (Caucahy - Schwarz Esitsizligi): x = (x;) € 5,y = (y;) €
£, olmak lizere

2|xiyi| < (§|Xk|2]1/2 (§|ym|2jl/2
(3] (g1 2]

esitsizligi gerceklesir. Bu sonug, Holder esitsizliginde 6zel olarak p =q = 2
alinarak kolaylikla elde edilir.

Ornek: a,b € R, (acost+ bsint)? < a? + b? dir. Gésteriniz.

Coztim: Caucahy - Schwarz esitsizliginde
X; = a,X, = b,y; = cost,y, = sint

secilirse
(X1y1 +X2¥2)* < (x§ +x5)(yf +v3)
(acost+ bsint)? < (a? + b?)(cos? t + sin? t)
(acost+ bsint)? < a? + b?

elde edilir.

Ornek: a,b,c,d, e € R,
atb+c+d+e=10vea? +b?+c?2+d?+e? =20
ise e'nin degeri nedir?

Coztim: Caucahy - Schwarz esitsizligi uygulanirsa
(@a+b+c+d)?*<(1+1+1+1)(@%+b%+c?+d?)
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(10 —e)? < 4(20 — %)
100 — 20e + e? < 80 — 4e?
5e2 —20e+20<0
e?—4e+4<0

(e—2)2<0
e=2
bulunur.
Ormek: Z 5}{ iy \/n(n+1)(2n+1)
23 6

Coziim: Kabul edelim ki ay = k,ay = % olsun. Caucahy - Schwarz esit-
sizligini kullanirsak,

n N 12, 1/2
2 2
Sosils( sl | (Sl
k=1 = k=1

k=1

sx<(se 302

yazilabilir. Burada,
. n(n+1)(2n+1
§- [peenney o
k=1

oldugunu hatirlayalim. Ayrica,

2
n (1Y 1,1 1 1
2&@-1+7+F+M+F

m=1

<
olur. (12) ve (13)
1

(13)
itsizliginden
n(n+1)(2n+1)
6

= QR Wwrk bR

2k
S G
ézk‘ﬁ

bulunur. //
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- . »

2

Hermann Minkowski
(22 Haziran 1864 Kaunas, Litvanya - 12 Ocak 1909 Gottingen, Almanya)

8.3. Teorem (Minkowski Esitsizligi): p > 1 olsun. Bu takdirde
X = (%i) € ¥p,y = (yi) € ¥pigin

© 1p w 1/p © 1/p
Shest) {Zke] < Tor)
i=1 i=1 i=1

esitsizligi gerceklesir.

Ispat: x = (x;) € ¥y, y = (yi) € £, dizilerinin biri veya her ikisi de sifir
dizisi ise esitsizlik dogrudur. Bu nedenle her ikisi de sifir dizisi olmasin. Mut-
lak degerin ticgen esitsizliginden her i icin

i + yil < Ixil + lyil
oldugunu hatirlayalim. Buna gore

n n -
Z|Xi +Yi|p = Z|Xi +Yi|p 1'|Xi +Yi|

i=1 i=1

<> +y (x|
i=1

n . n .
<D +yi 1|Xi|+Z|Xi +yy[ 1|yi|
i1

i=1
yazilir. Bu esitsizligin sag yanindaki her terime Holdor esitsizligini uygularsak

N P N (r-1)q M p l/p N (r-1)q Y P 1/p
Sewl <3 ”™) (Sher ) oSt (S ]

i=1 i=1 i=1 i=1

n 1) Yaf ;o 1p n 1/p
p-1)q p p
(Bent (B (E0)

bulunur. Buna gore

C (p-1)q 17% X p Ve X p Ve
[Shrnf™) (St |+ St

i=1 i=1
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n 1/q n 1/p n 1p
p p p
(Skoenr] <[Snr] (S ]

i=1 i=1

esitsizligi elde edilir. n — « icin bu esitsizligin iki yaninin limiti alinirsa

o 1/p © 1/p © 1/p
p P P
(Shoent] <[Snr ] (]

i=1 i=1

elde edilir.

4.3. Sonug (Uggen Esitsizligi): Minkowski esitsizliginde p = 2 alinirsa

feorl= S0 ¢ S0+ S -ho
i=1 =1 i=1

elde edilir.

ALISTIRMALAR

18. Young esitsizligini kullanarak, iki pozitif sayinin geometrik ortala-
masinin aritmetik ortalamasindan daha biiyiik olamayacagini gosteriniz.

19. Cauchy-Schwarz esitsizliginin
Qx1| + |x2| +..+ |xn|)2£ nQy1| + |y2| +..+ |yn|)2

esitsizliginin gerektirdigini gosteriniz.
COZUMLU ALISTIRMALAR

1. Z,/k(k 1) <— oldugunu AO-GO-HO esitsizligi kullanilarak gosteri-

k=1
niz.
Cozim: x; = k—1,x, = kalirsak AO-GO-HO esitsizliginden

'—k(k—l Sk+12<+1
\/7 1:n —Zk zl n(n+1) n_ n

k= k=1 k=1 k1 2 2 2

olur.
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n 2
2. Z\/E <1 ZSn oldugunu AO-GO-HO esitsizligi kullanilarak gosteriniz.
k=1

Cozim: x; = 1,x, = k alirsak AO-GO-HO esitsizliginden

&Slﬁ-zkl
Z‘/E Z:k+k= E+ 1 1n(n+1)+n n”*+3n
12 a2 2 4

olur.

. 3/2 _ 3/2 n(n+1)2
3. > k¥’ (n-k+1) s[—z j

k=1

Coziim: Kabul edelim ki ay = k3/2,a, = (n — k + 1)3/2 olsun. Caucahy -
Schwarz esitsizligini kullanirsak,

n N , 1/2 1/2

Ssils( Sl | (S|

n n 12
Y K n-k+1)"2<| Y (K¥?) j (Z((n—k+1)3/2)2]

S
5] 8]
i

n(n+1)j
. B n(n+1)(2n+1)
4. ;k(n k+1)< )

Coziim: Kabul edelim ki ay =kay=n—k+1 olsun. Caucahy -
Schwarz esitsizligini kullanirsak,

n n ) 1/2 n , 1/2
;|xkyk|s[§|xk| j (kz_ym ]
) ) V2, 1/2
Zk(n—k+1)s(2kzj (Z(n—kﬂzj
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(&) 8]

_(n(n+1)(2n+)jz
B 2

5. Zxk < Z\/z
k=1 k=1

Coziim: a,b € R* olmak lizere,

0 < 2vab
a+b<a+2Vab+b
a+b < (Va+b)?
Vvatb<+a++b

olabilir. Simdi istenen esitsizligi timevarim yontemiyle gostermeye calisalim.

i) n = 2 i¢in vx; + X, < /X1 + VX, olup dogrudur.

ii) n = m igin dogru oldugunu kabul edelim. n = m + 1 i¢in dogrulugu-
na bakalim. Yani,

dogru olsun. Buna gore

m+1 m+1
1} Zxk < Z\/z
k=1 k=1

oldugu gosterilmelidir.

m m m
],Xerl +zxk SV zxk S VX +Z\/Z
k=1 k=1 k=1

m+1 m+1
‘f Zxk < Z\/z
k=1 k=1

elde edilir.
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