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3. BOLUM
AFIN UZAY ve KONVEKSLIK

AFIN KUMELER

3.1. Tanim: x,y € R" olmak tizere {(1 —A)x+ Ay : A € R} veya baska
bir yazilis ile
AMx+0y: 0+, =1,0,A € R}
kiimesine x ve y noktalarindan gecen dogru denir.

3.2. Tanim: A € R?, A € R olmak Gizere
Vx,y €Micin (1 —-A)x+ Ay €A
gercekleniyor ise A kiimesine R™ de bir afin kiime denir. Baska bir deyisle
herhangi iki noktasindan gecen dogruyu iceren kiimelere afin kiime denir.

,R", tek nokta kiimeleri, dogrular ve diizlemler birer afin kiime o6r-
nekleridir.

m
X1,X2, ey Xm € R%, Aq, Ay, o, Ay € Rve 27‘1 =1 olmak lizere
i=1
}\.1X1 + }\.2X2 + g + Kme
noktasina X4, Xy, ..., Xy noktalarinin afin kombinasyonu denir.

3.3. Tanim: Afin kombinasyon kavramini kullanarak, afin kiimeleri
herhangi iki noktasinin afin kombinasyonunu igeren kiimeler olarak tanimla-
mak mumkiindiir.

3.1. Teorem: Bir A € R" kiimesinin afin olmasi i¢in gerek ve yeter sart
elemanlarinin tiim afin kombinasyonlarini icermesidir.

Ispat: =: A kiimesi elemanlarinin tiim afin kombinasyonlarini igersin;
bu durumda herhangi iki noktasinin afin kombinasyonunu da igerir dolayisiyla
A kiimesi afin kiime olur.
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«: Tersine A bir afin kiime olsun ve m > 2 olmak tlizere A kimesi
m — 1 tane elemaninin afin kombinasyonunu igersin. Simdi x4, X5, ..., Xy € A,

MyAz, s Ay E R, Zki =1 olsun. Burada X:Z:}»ixi e A gerceklendigini gos-
i-1 i=1

termektir. A;X; + AyX, + - + ApXy = 1 oldugundan A; lerden en az biri 1’den

farkhidir. A, # 1 olsun. Bu durumda

m-1 m-1
X= 2 A+ AX, =(1-2, ) D M X, [+, X €A
i1 T 1—A,,
€A
gerceklenir. Cliinki
oA A, A, Ao, 1A
> = + + ot =

1-A, 1-%, 1-A,

m

i=1 1_}\.m B 1_}\4

m

m-1 7\1

olup y = Zl —x; noktasi A kimesinin m — 1 tane x; elemaninin afin kom-
i=1 - m

binasyonu olup kabul geregi A kiimesine aittir. Boylece x = (1 — A,)y + AmXm

noktas1 A'nin iki y ve x,, elemanlarinin afin kombinasyonu oldugundan A kii-

mesine aittir. Boylece timevarim ile bir afin kiimenin, elemanlarinin herhangi

bir afin kombinasyonunu icerdigi gosterilmis olur.

3.4. Tanim: Bir A € R" kiimesini kapsayan tiim afin kiimelerin kesisi-
mine, yani I herhangi bir indis kiimesi olmak iizere

(] {Ai: ASAjveVi€ ligin A afin}

iel
kesisim kiimesine A kiimesinin afin ortiisi ya da afin zarfi denir ve aff(A) ile
gosterilir.

3.1. Sonug¢: A € R" olmak tizere aff(A) kiimesi A kiimesini kapsayan en
kiiciik afin kiimedir.

3.2. Teorem: Bir A € R" kiimesi icin aff(A) afin orti kiimesi, A kiime-
sinin elemanlarinin tiim afin kombinasyonlarinin kiimesine esittir.

ispat. A kiimesinin elemanlarinin tiim afin kombinasyonlarinin kiimesi
W ile gosterilsin. Bu durumda A S W ve W afin kiimedir. Dolayisiyla
aff(A) € W gecerlidir. Ote yandan aff(A) kiimesi afin oldugundan 3.1. teorem
nedeniyle elemanlarinin tiim afin kombinasyonlarini, 6zel olarak A € aff(A)
oldugu icin A kiimesinin elemanlarinin tiim afin kombinasyonlar1 olan W kii-
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mesini de kapsar, boylece W € aff(A) olur. Sonug olarak aff(A) = W oldugu
elde edilir.

3.3. Teorem: & # A € R" olsun. A kiimesinin afin olmasi i¢in gerek ve
yeter sart A'nin tek bir L lineer alt uzayina paralel olmasidir.

Ispat: =: A afin olsun ve bir x, € A secilsin. Bu durumda L = A — x, bir
lineer alt uzay olur. Gergekten,

i)« € Rve L = A —x;, olsun. Dolayisiyla 3 a € A oyle ki x = a — xq ger-
ceklenir. Ote yandan A bir afin kiime oldugundan « a+t (1 —a)xq € A geger-

EA €A
lidir. Boylece

ox =a(a—Xp) =aa—axXy+Xyg—Xg =0aa+ (1 —a)xyo —X%Xy €EL
€A

yani ax € L saglanir.

ii) x,x, €EL=A—-x, ise Ja;,a, €A oOyle ki x,=a,—x, ve
X1 = a; — X gerceklenir. Bu durumda

2 2 1 1
X1+X2=al_X0+aZ_XO=731+§az_2X0=2 Eal‘l'?az_ZXO €L
~———
€A
_ 5 1 1 1 1
olur, burada A afin oldugundan >3 + >3 € A olup > + S8~ 2x, € L

dir. (i) nedeniyle de bu noktanin 2 kati da L kiimesine ait olur.

Sonugta (i) ve (ii) den L kiimesinin skaler ile carpma ve toplama islem-
lerine gore kapali oldugu yani bir lineer alt uzay oldugu elde edilmis olur.
L = A —xqise A = L — X, oldugundan A kiimesi L lineer alt uzayina paraleldir.

«: Tersine A kiimesi bir L lineer alt uzayina paralel olsun, yani belli bir
Xo € R" icin A = L + %, olsun. A'nin afin oldugunu gosterelim. x;,x, € A ve
A +A, =1 olsun. xq,x, EA ise 3y;,y, €EL oyle ki x4 =y; +x, ve
X, =y, + Xq olur. Boylece

MXp + AXy = MYy + X+ Ay, + A%,

=MYy1 +22¥2 + (M1 +A)x0 €A
€L =1

olur, bu ise A kiimesinin afin olmasi demektir. Dolayisiyla afin kiimelerin li-
neer uzaylarin 6telemeleri oldugu gosterilmis olur.
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Simdi tekligini gosterelim. Kabul edelim ki x4, x, € R ve Ly, L, lineer alt
uzaylart i¢cin A=L; +x; =L, +x, olsun. L; +x; =L, +x, ise L; =L, +
(X, — X;) olur. Ote yandan L, bir lineer alt uzay oldugu i¢in 0 € L, ve dolayisiy-
la0 € L, + (x, — x;) olacagindan — (X, — x;) € L, olmalidir. Sonuc olarak

Ly =Ly + (X2 —%x1) = L

€L,
bulunur.

3.2. Sonug: Lineer alt uzaylar orijini iceren afin kiimelerdir.

3.3. Sonug¢: R" uzayinda boyutu n — 1 olan her afin kiime bir hiperdiiz-
lem belirtir.

3.4. Teorem: A, bir matris ve b € R™ olmak lizere M = {x : Ax = b}
kiimesi R" uzayinda bir afin kiimedir ve herhangi bir afin kiime bu sekilde
ifade edilebilir.

Ispat. M = {x : Ax = b} kiimesinin afin oldugunu gosterelim. x,y € M
ve A € Rolsun. z = (1 — A)x + Ay olarak tanimlansin. Bu durumda

Az =(1-MNAx+AAy=(1=A)b+Ab=Db
kisacas1 Bz = b gecerli olur. Boylece z = (1 —A)x+ Ay € M gerceklenmesi
nedeniyle M kiimesi bir afin kiime olur.

Simdi; M # & kiimesi R" uzayinda herhangi bir afin kiime olsun. 3.3.
teoremden M kiimesinin paralel oldugu bir L lineer alt uzayir vardir.
{aj,ay, ..., ay} vektor kiimesi L+ uzayimin bir tabani olsun. Bu durumda asag-
daki ifadeler gegerlidir:

L=(IYHr={x:xLla;,xLlay..,x1lay}

={x: (a;,x) =0,i=1,2,...,m}

={x: Ax = 0}
burada A, satirlarn a;, a,, ...,a, olan m X n matrisi gostermektedir. M afin kii-
mesi L alt uzayina paralel oldugundan, bir x, € R" i¢in asagidakiler gecerli
olur:

M=L+xy={x: A(X—%p) =0} ={x:Ax = Axo} = {x : Ax = b}
burada b = Ax, olarak alinmistir. //

Bu teoremdeki afin kiime asagidaki bicimde de ifade edilebilir:

M={x: <x,ai> =b,,i=1,2,.,m} :ﬁHi
i=1
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burada a; ile A matrisinin i. satiri, b; ile b € R™ vektorinin i. bileseni ve H; ile
H; = {x: (x,a;) = b;}
kiimesi gosterilmektedir. Her bir H; kiimesi bir hiperdtizlemdir.

3.4. Sonug: R" uzayinin her afin alt kiimesi sonlu sayidaki hiperdiizle-
min bir kesisimidir.

3.5. Tanim: m > 1 olmak lizere vy, vy, ..., Vi, € R™ noktalari i¢in eger

Zkivi =0 ve Zki:O icinAg=A; =--=Ap =0
i=0 i=0
gerektirmesi dogru oluyor ise v, v4, ..., v, noktalari afin bagimsizdir denir.

3.5. Teorem: m > 1 olmak iizere vy, vy, ..., v, € R" noktalarinin afin
bagimsiz olabilmesi icin gerek ve yeter sart v; — vy, v, — vy, ..., Vi, — Vo nokta-
larinin lineer bagimsiz olmasidir.

Ispat: =: vq, vy, ..., Vi, noktalari afin bagimsiz olsun. A, :—Zki olmak
i=1
lzere asagidaki denklemi ele alalim,

ixi(vi -v,)=0
i1

olsun. Dikkat edilirse
in(vi _Vo) = invi _(27\'1}70 =0
i=1 i=1 i=1

oldugundan ) Av,=Av,+ > Av,=0bulunur. Ayrica » A, =0 gerceklestigin-
i=1 i=1 i=0

den ve vg,Vy, ...,V noktalar1 afin bagimsiz oldugundan her i=10,1,2,...,m

icin A; = 0 olur. Dolayisiyla v; — vy, v, — vy, ..., Viy — Vo noktalar lineer bagim-

sizdir.

= V3 —VyVy—Vg,..,Viy—Vy hoktalar1 lineer bagimsiz ise
Vg, V1, -, Viy Noktalarinin afin bagimsiz oldugunu gosterir. //

Bundan sonra bir C ¢ R" kiimesi tarafindan dogurulan uzay span(C) ile
gosterilecektir. span(C) kiimesi C kiimesinin elemanlarinin tiim lineer kombi-
nasyonlarinin olusturdugu kiime oldugundan bir lineer alt uzaydir.
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3.6. Teorem: v,,vy,,.., vy €ER" ve K=aff{vy,vy,,.., v} ise
span{v; — vy, Vy — Vg, ..., Vi — Vo} kiimesi K kiimesine paralel olan bir alt
uzaydir.

Ispat: K afin kiimesine paralel olan alt uzay L ile gosterilsin. Bu durum-
da K — vy = L olur, dolayisiyla da heri = 1,2, ..., m i¢cin v; — v, € L ve L bir alt
uzay oldugundan v; — v, elemanlarinin tiim lineer kombinasyonlarini igerir.
Bu ise span{v; —vq, v, — Vg, ..., Viy — Vo} € L kapsamasinin gecerli olmasi de-
mektir. Tersine, sabit bir v € L i¢in v + vy € K gecerlidir. Dolayisiyla K’'nin ta-
nimi geregi v + v, elemanyi, vi’'lerin bir afin kombinasyonu seklinde yazilir. Bu-

nagére v+v,=» Av, burada ) %, =1gegerlidir. Bu ise

i=0 i=0

= in(vi —v,)uspan{v, —v,,v, —V,,..,V, —V,}
i=0

icermesinin dolayisiyla da L € span {v; — vy, Vv, — Vg, ..., Vi — Vo} kapsamasi-
nin dogru oldugunu séyler. Sonugta

K — vy = span{vy; — vy, Vv, — Vg, ..., Viy — Vg}
elde edilir.

3.5. Sonug¢: m > 1 olmak tlizere vy, vy, ..., Vi, € R™ noktalarinin afin ba-
gimsiz olmasi icin gerek ve yeter sart aff{vy, v,, ..., viy } kiimesinin m-boyutlu
olmasidir.

3.6. Tanim: X;,X,, ..., Xy € RY, Aq, Ay, e, Ay = 0 Ve Zki =1 olmak
i=1
lzere AyXq + AyXq + -+ ApX; toplamina xq,X,, ..., X, noktalarinin bir kon-
veks kombinasyonu denir.

Ozel olarak, x ve y gibi iki noktanin bir konveks kombinasyonunu
0 < A <1 olmaktizere (1 — A)x + Ay yazilisi ile ifade etmek miumkiindiir.

x,y € R" olmak iizere {(1—A)x+Ay: 0 <A <1} kiimesine x ve y
noktalarini birlestiren dogru pargasi denir.
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KONVEKS KUMELER

3.7. Tamim: C ¢ R" olmak iizere, eger
VXyECO<A<1licin(1-Ax+Ay€eC
icermesi gercekleniyor ise C kiimesine bir konveks kiime denir. Yani her nokta
ikilisi tarafinfan olusturulan dogru pargasi C'nin icinde kaliyorsa C kiimesine kon-
veks olur. Eger 0 < A < 1i¢in (1 — A)x + Ay € C ise kesin konveks kiime denir.

3.8. Tanim: Sabit bir x, € Cc R" ve 0 <A <1 olmak lizere, eger
Vy € Cigin (1 —A)xq + Ay € C gergekleniyor ise C kiimesi x, noktasina gore
yi1ldiz bi¢imli bir kiimedir denir.

Konveks tanima esdeger olarak, konveks bir kiime asagidaki ifadeler-
den herhangi biri ile de tanimlanabilir:

- Herhangi iki noktasini birlestiren dogru parg¢asini i¢iren kiime,

- Herhangi iki elemaninin konveks kombinasyonlarini iceren kiime,

- Her bir elemanina gore yildiz bi¢imli olan kiime.

o

— o

Ornek:

Konveks dedil, Konveks degil,
¥ noktasina gore bir noktaya géire
Vildiz pigimii widiz bicimii degil

Ornek: R" uzayinda kapali birim yuvar B(0,1) = {x € R" : ||x|| < 1}
kiimesi konveks oldugunu gosteriniz.

Cozim: x4,x, € B(0,1),0 <A < 1 olmak lizere

(1 =M)x1 +Axo |l < 1 = AllIxall + 2%l < [T =2+ 2] =1
olur. Buna gore (1 — A)x; + Ax, € B(0, 1) dir. Dolayisiyla B(0, 1) kiimesi kon-
vekstir.
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Ornek: Herhangi bir hiperdiizlemin konveks kiime oldugunu gosteri-
niz.

Cozim: & # a € R" ve b € R olmak tizere herhangi bir hiperdiizlemi
hatirlayacak olursak, H = {x € R" : (a,x) = b} bicimindeki kiimelerdi. Buna
gorexy,x; € H,0 <A < 1igin

(a,(1-Mx +2x) =1 =M)(a,x) +Ma,x) =(1—=A)b+Ab=Db
Olacagindan (1 — A)x; + Ax, € H elde edilir, dolayisiyla H kiimesi konvekstir.

3.6. Sonug: Bir kiimenin konveks olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart her
bir elemanina gore yildiz bi¢cimli olmasidir.

Ornek: R", & ve {x,} tek nokta kiimesi konvekstir.

3.7. Sonug: Bir C ¢ R" konveks kiimesinin boyutu, C kiimesinin afin 6r-
tiisti olan aff(C) afin kiimesinin paralel oldugu lineer alt uzayin boyutudur.

3.7. Teorem: Vi€l icin C; € R® kiimeleri ﬂCi kesisim kiimesi de
iel

konvekstir.

ispat: x,,x,€()C; ve 0<A<1 olsun. Bu durumda Vi€l igin
iel
X1,X, € C; dir. Boylece Vi€l icin C; kimeleri konveks oldugundan
(1 —2)x; + Ax;, € Cj ve dolayisiyla (1-A)x, +Ax, € ﬂCi olur.

iel

3.8. Teorem: ki konveks kiimenin toplami bir konveks kiimedir. Yani
C;,C, € R" konveks ise asagidaki toplam kiimesi de konvekstir:

Cl +C2 = {Xl +X2 ¢+ X1 € CllXZ € Cz}
dir.

ispat: x,y€C;+C, ve 0<A<1 olsun. Buna gére 3Ix,y; €
Cy,3y1,y2 € Cy 0ylekix = x4+,y1,y = y; + Yy, dir. Bu durumda:
AI-=-M)x+Ay=(1—-A)x; +Ay; + (1 = A)x, + Ax, € C; + C,

olur.
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3.9. Teorem: o € R ve C € R" bir konveks kiime ise
aC = {ax; : x4 € C}
skaler kat kiimesi de konvekstir.

ispat: x,y EaC ve 0 <A <1 olsun. Buna gére 3x,,x, € C, dyle ki
X = ax; ve y = ax, dir. Bu durumda
A-=Mx+Ay=a(1l—-A)x; +Ax, €C
ec

olur.

3.8. Sonug: A, A,€R olmak tizere C;,C, € R" konveks ise A;C; + A,C,
de konvekstir.

3.10. Teorem: C;, C, c R" konveks ise
Cl X CZ = {(Xl’XZ): X1 € Cl’XZ € Cz}
kartezyen carpim kiimesi de konvekstir.

Bu teoremin ispat1 okuyucuya birakilmistur.

3.11. Teorem: T : R" - R™ lineer doniisiim ve C ¢ R" konveks olsun.
Bu durumda
T(C) = {T(x):x € C}
gorintii kiimesi R™ de konvekstir.

ispat: y;,y, € T(C) ve 0 < A <1 olsun. Buna gore 3 x4,x, € C, dyle ki
y1 = T(xq) vey, = T(x;) dir. Bu durumda
(1=My1 + Ay, = (1 = M)T(xy) + AT(x2) = T((1 = A)xy + Ax;) € T(C)
ec

olur.

3.9. Sonug: T : R* —» R™ lineer doniisiim ve D € R™ konveks olsun. Bu
durumda
T 1(D) ={xeR": T(x) € D}
ters goriintii kiimesinin R™ de konveksdir.

AFIN DONUSUM
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3.9. Tanim: F : R® - R™ donilisimiine A € Rve x,y € R" icin
F((1-=Mx+Ay) = (1 —AMFX) + AF(y)
ise F'ye afin doniistim denir.

3.12. Teorem: T : R® - R™ bir lineer doniisiim ise T bir afin doni-
sumdr.

Bu teoremin ispat1 okuyucuya birakilmistir.
3.1. Not: Her afin donlistimiin bir lineer déniisiim olmasi gerekmez.

3.13. Teorem: F : R" —» R™ afin doniisiimi icin F(0) = 0 ise F bir li-
neer doniisimdiir.

ispat: F bir afin déniisiim olmak tizere a € R ve x € R" olsun. Bu du-
rumda

F(a) =F(ax+ (1 —a) - 0) = aF(x) + (1 — a)F(0) = aF(x)
olur. Simdi x,y € R™ olsun,

1.1
Fix+y) = F(2(3x+5y) + (=1)-0)
1.1
= 2F (3x+3y) + (-1) - F(0))
=2 2F(0) + 2 5F(x) = F(x) + F(y))
olur. O halde F bir lineer dontisiim olur.

3.14. Teorem: T : R" —» R™ bir lineer doniisiim ve a € R" olmak iizere
F: R" - R™ seklinde tanimlanmis her afin doniisiim F(x) = T(x) + a bigimin-
dedir.

Ispat: F bir afin doniisiim olsun, a = F(0) € R" ve T(x) = F(x) — a seci-
lirse T doniisimii de afin bir déniisiim olur. Ayrica

T(0) =F(0)—-a=F(0)—-F0)=0
olur. Bu durumda T(x) = F(x) — a doniisiimii T(0) = 0 saglayan afin doniisiim
olup 3.13. teorem nedeniyle bir lineer dontlisiimdiir. Dolayisiyla F(x) afin do-
nisimi T(x) + a bigimindedir.

Tersine, a € R" ve T lineer doniisiim olmak iizere F(x) = T(x) + a ise
A € Ricin
F((1-Mx+Ay) =T(1—A)x+Ay) +a
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=(1-M)TX) +AT(y) +a
=(1-0MFx —a)+A(F(y)—a)+a
=(1-MFx)—(1-XNa+AF(y)—La+a
=[(1-MNF)+AF{y)]-[(1—M)a+Ara]+a
= (1 - MF(x) + AF(y)

olur. Buna gore F bir afin donlistimdir.

3.10. Sonug: Bir F : R® - R™ doniisiimiiniin afin olmasi i¢in gerek ve
yeter sart T(x) = F(x) — F(0) seklinde tanimlanmis T : R® - R™ dontsimii-
niin lineer olmasidir.

3.10. Tanim: Bir A € R" kiimesini kapsayan tiim konveks kiimelerin
kesisimine,

ﬂ {A;: A C A;veViE€ ligin A; konveks}

iel
kiimesine A kiimesinin konveks ortilisii veya konveks zarfi denir ve bu kiime
conv(A) ile gosterilir.

3.11. Sonug: Bir A kiimesinin konveks ortiisii A kiimesini kapsayan en
kiiciik konveks kiimedir. Daima A < conv(A) gecerlidir. A konveks bir kiime
ise conv(A) € A gergekleseceginden conv(A) = A elde edilir.

3.15. Teorem: C c R" kiimesinin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter
sart elemanlarinin tiim konveks kombinasyonlarini icermesidir.
Bu teorem ispati 3.1. teoreme benzer sekilde yapilmasi okuyucuya bi-

rakilmistir.

3.12. Sonug: Bir A € R" kiimesinin elemanlarinin tiim konveks kombi-
nasyonlarinin kimesini K(A) ile gosterilmek tizere K(A) konvekstir ve
A € K(A) dir.

3.13. Sonug: Bir A kiimesinin konveks olmasi icin gerek ve yeter sart
A = K(A) olmasidir.

3.16. Teorem: A € R" icin conv(A) = K(A) gecerlidir.
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Bu teorem ispat1 3.2. teoreme benzer sekilde yapilmasi okuyucuya bi-
rakilmistir.

3.14. Sonug: Bir A kiimesinin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart
A = conv(A) olmasidir.

3.11. Tanim: & = C c R" kiimesini kapsayan tiim kapali ve konveks
kiimelerin kesisimine C kiimesinin kapali konveks ortlisii denir ve bu kiime
conv(C) ile gosterilir.

3.17. Teorem: &J = C c R" icin conv(C) = conv(C) dir.

Ispat: conv(C) kiimesi C kiimesini iceren kapali ve konveks bir kiime
oldugundan conv(C) € conv(C) kapsamas1 gegerlidir. Ayrica, tanimi geregi
conv(C) kiimesi Cyi kapsayan bir konveks kiime oldugundan conv(C) €
conv(C) kapsamasi olur. Bu kapsamada her tarafin kapanisi alinirsa ve
conv(C) kiimesinin kapali olduguna dikkat edilirse

conv(C) € conv(C) = conv(C)
elde edilir.

Constantin Carathéodory
13 Eyliil 1873, Berlin, Almanya-02 Subat 1950, Miinih, Almanya

3.18. Teorem (Caratheodory Teoremi): A € R" herhangi bir kiime
olsun. conv(A) kiimesinin herhangi bir elemani, A kiimesinin n + 1'den daha
fazla olmayan sayidaki elemaninin konveks kombinasyonu seklinde yazilabilir.
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ispat: x € conv(A) = K(A) olsun, dolayisiyla dyle Aq,Ap,...,Apy =0,
> A, =1sayilari ve x; € A,i = 1,2,...,m; noktalar1 vardir ki x=>) Ax; seklin-

i=1 i=1

de yazilabilir. Simdi bu yazilista m > n + 1 dolayisiyla m — 1 > n olsun. Bu
durumda R" uzayinda en fazla n tane vektoriin lineer bagimsiz olabilecegi bil-
gisi kullanilarak, x; — X, X, — Xy + *** + X1 — Xpp Vektorlerinin R™ uzayinda

m-—1 tane
lineer bagimli olmak zorunda olduklar1 sonucu elde edilir. Bu ise hepsi birden
sifir olmayan a4, a5, ..., o, € R sayilarii¢in
o1 (X1 = Xm) + (X2 = Xpm) + -+ -1 (Xm-1 — Xm) =0 (1)

m-1

esitliginin saglanmasim gerektirir. o, =—» o, denirse (1) esitliginden
i=1
01X — 00Xy + o+ Ap—1Xm—1 — 01 Xm — 00X — Op—1Xm = 0

m-1 m-1 m-1 m
= Zaixi - ZOLiXm = ZOLixi +o, X, = Zaixi =0
i=1 i=1 i=1 i=1

m m m-1

elde edilir. Boylece V't € R igin x=) Ax, —t> ax, => (A —a,)X, yazlabi-
i=1 i=1 i=1

lirr, Simdi amacimiz, Oyle bir ty; € R bulmaktir ki i=1,2,..,m icin

Ai —toa; = 0 ve Z(ki—toai)zl saglansin ve en az bir A; — ty; katsayisini
i=1
sifir yapsin.

i=1,2,..,m icin a;lerin hepsi birden sifir degil ve Z:oci =0 oldugun-
i=1
danl={i:0a; >0, i =1,2,..,m}kiimesi iyi tanimlidir. Dolayisiyla
dt, =ﬁ=min{£:i61}20
Q o
dir. Bu sekilde belirlenen t, icin, egeri € I ise

ki—toai=ai(§—to)20

1

i
Loy =0,i¢lise a; <0 vety>0

ozel olarak i =i, ise A;, — toa;, = A, — "
i
0

oldugundan 2A; —tya; =0 olur. Boylece i=1,2,..,m icin A; —tyo =0,
Jip el <€{1,2,..,m}icin A —toa;, = 0 ve

i(xi —toai):iki _toiam =1-t-0=1
=1 i=1 i-1

olur.
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Sonug olarak, X=Z(7\.i —t,a,)x; noktasi, A kiimesinin x4, Xy, ..., Xy, nok-

i=1
talarinin bir konveks kombinasyonu ve en az bir i, € {1,2,..,m} icin
Ai, — to®j, = 0 oldugundan x noktasi A kiimesinin m — 1 tane elemaninin kon-

veks kombinasyonu seklinde yazilmis olur.

Eger m — 1 = n + 1 ise ispat biter, yok m — 1 > n + 1 ise ispatin basin-
daki m yerine m — 1 yazilarak ayni islemler tekrar edilerek yine en az bir kat-
say1 0 yapilabilir. Bu indirgeme islemi x noktasinin konveks kombinasyondaki
eleman sayisi n + 1 olana kadar devam ettirilebilir.

Johann Radon
16 Aralik 1887, Decin, Cekya - 25 Mayis 1956, Viyana, Avusturya

3.19. Teorem (Radon Teoremi): C = {x4,X,, ..., X} kimesi R"’de son-
lu noktali herhangi bir kiime olsun. Eger r > n + 2 ise C kiimesi conv(C;) N
conv(C,) # & saglanacak bi¢cimde ayrik iki C; ve C, alt kiimesine pargalana-
bilir.

Ispat: r = n+ 2 oldugundan C kiimesi afin bagimlidir. Bu durumda,
hepsi birden sifir olmayan 6yle a4, a5, ..., o sayilari vardir ki

Zr:aixi =0 ve Zm:ai =0
i=1

i=1
esitlikleri saglanir. Bu q; sayilarinin en az ikisi farkl isaretli olmak zorundadir.
Dolayisiyla, genelligi bozmaksizin 1 < k < r saglayan herhangi bir k icin
04, 0lp,y weey O = 0, Qeyq, Opegzy voey 0 < 0
oldugunu kabul edebilim. Ayrica a;’lerin toplami 0 oldugundan
a=0a;+0, +--+oag =—(0gse1 + Agyp + -+ Q)
seklinde tanimlanmis olan a; sayis1 pozitiftir. Simdi asagidaki bicimde tanim-

lanmis x noktasini géz ontine alalim:
k

r k r O'i r G’i
0=Z:otixi =Z:ocixi + Zocixi =Z—Xi+ Z —X,
i=1 i=1

i=k+1 i=1 izk+1 O
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k

=1 i=k+1\ O
dir. Boylece x noktasi x4,Xj, ...,Xx noktalarinin bir konveks kombinasyonu
olur, dolayisiyla x € conv{xq,Xy,...,Xx} dir. Benzer bicimde x noktasi
Xk+1, Xk42, -, Xr Noktalarinin  bir konveks kombinasyonu oldugundan
X € conv{Xyy1, Xk42, -, X} OlUT.

Ci = {x1,Xg, -, Xk} ve Cy = {Xpy1,Xgs2s -, X} kiimeleri tanimlanirsa
C; N C, #= D veconv(Cy) Nconv(Cy) # D olur.

¢ =
.
Eduard Helly

01 Haziran 1884, Viyana, Avusturya - 28 Kasim 1943, Sikago, Illinois, ABD

3.20. Teorem (Helly Teoremi): C,,C,, ..,C,€R", r=>n+1 ve
i=1,2,..,kicin C; kiimeleri konveks olsunlar. Eger bu konveks kiimelerden

herhangi n + 1 tanesinin kesisimi bos degil ise ﬂCi #J dir.

i=1

ispat: Ispat1 r lizerinden tiimevarim ile yapalim. Eger r = n + 1 ise is-
patlayacak bir sey yoktur. Simdir — 1 > n + 1 olmak tlizere hipotez r — 1 tane
konveks kiime icin dogru olsun. Bu durumda hipotez geregi herbir 1 <i<r
icin

XEC,NC,N..NCi_;NCiyy N...NC,

olan bir x; noktasi vardir. r = n + 2 oldugundan S = {x;,X,, ..., X} kiimesine
Radon teoremini uygularak S; N S, = & ve conv(S;) N covn(S,) # & saglayan
S,ve S, kiimelerini elde edebiliriz. Genelligi kaybetmeksizin 1 < k < r olmak
lzere S; ={X{,Xy,...,Xx} Ve Sy = {Xgs1,Xks2 -,Xr} varsayalim. Simdi
conv(S;) N covn(S,) # & nedeniyle var olan x € conv(S;) N covn(S,) noktasi-
nini = 1,2, ..., rigin x € C; oldugunu gosterelim. Gergekten de, 1 < k oldugun-
da x; € Cx4q N ...N C, olur. Buna gore C; ler konveks oldugundan

X € conv{Xy, Xz, ..., Xk} € Crqq N ...N Cp
bulunur.i > k + 1 oldugunda ise x; € C; N C; N ...N Cy ve dolayisiyla

X € conv{Xyy1,Xgs2, -, X} € CL N Cy N .oN Cy
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elde edilir. O halde x € C; N C; N ...N Cx N Cxyq ... N G olur. Bu ise istenendir.

3.12. Tanim: M c R" konveks kiime olmak tizere, eger bir x € M nok-
tast M kiimesinin elemanlarinin bir konveks kombinasyonu seklinde yazilami-
yorsa ya da esdeger olarak x = %Xl + %XZ olacak bicimde x,,x, € M noktalari
bulunamiyor ise x noktasina M kiimesinin bir kose noktasi denir.

3.13. Tanim: Sonlu noktali bir kiimenin konveks ortiisiine bir politop
denir.

3.14. Tanmm: X;,Xy,...,Xgs1 € R" noktalar1 afin bagimsiz (yani
Xy — Xq,X3 — Xq, .-, Xg41, ---» X1 lineer bagimsiz) olmak iizere

k+1 k+1
conv{Xy, Xy, o, Xp41} = {inxi D A =12, 20,i=0,1,...,k}

i=1 i=1
kiimesine R™de x4, X5, ..., Xx+1 KOse noktali bir k-simpleks denir.

Ornek: 0-simpleks bir noktadir, 1-simpleks bir dogru parcasidir, 2-
simpleks bir tiggensel bolgedir, 3-simpleks bir dortytizlidir.

3.21. Teorem: J = C c R" konveks kiime ve y & C olsun. Eger C kii-
mesinin y noktasina en yakin noktasi varsa bu nokta tektir. Yani 3 z € C i¢in
p(C,y) = ||x — y|| ise z tektir.

Ispat: Varsayalim kix;,x, € C noktalar1 y ¢ C noktasina en yakin olan
iki nokta olsun, yani

p(Cy) = lIxy —yll = lIxz —yll (1)
Xq+X
olsun. C konveks oldugundan L2ec olup asagidaki esitsizlik saglanir,
X1+X
Py = [F7 -]

= 2110 — ) + (2 ~ W

1
< 5 (Ilxy = yll + lIx, = yII)
=pCy)
dir. Bu durumda ||(x; —y) + (x2 —Y)I| < |Ix; — yll + [IX; — y|| olup liggen esit-
sizliginin esitlik halidir. Boylece 3 a > 0 i¢in x; —y = a(x, — y) gergeklenir.
(1) esitligi nedeniyle a = 1 dolayisiyla da
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bulunur.

3.15. Sonug: C c R" konveks ve kapali bir kiime ve y ¢ C ise daima C
kiimesinin y noktasina en yakin tek bir noktasi vardir.

AYIRMA TEOREMLERI

3.15. Tanim: M,Nc R",0# a € R", b € R olmak lizere Vm € M,n €
N icin (a,m) < b < (a, n) esitsizligi oluyor ise H = {x : (a, x) = b} hiperdiizlemi
M ve N kiimelerini ayirir denir.

Dikkat edilirse M c {x: (a,x) < b} ve N c {x: (a,x) = b} gerceklendi-
ginden, M ve N kiimeleri H = {x : (a,x) = b} hiperdiizleminin belirledigi yar1
uzaylar tarafindan kapsanirlar.

3.22. Teorem: 0 # M c R", konveks bir kiime ve M, M kiimesinin ka-
panis1 bir kiimesi olmak lizere x, € M olsun. Bu durumda dyle bir a # 0 nokta-
s1 ve bir € > 0 sayisi vardir ki her x € M i¢in (a, x) = (a,xq) — g, esitsizligi var-
dir. (Kapanis i¢in bkz. Topoloji derslerine)

ispat: M kiimesi kapali ve x, € M oldugundan 6nceki 3.15. sonu¢ nede-
niyle x, noktasina en yakin olan noktaya y € M diyelim. Dolayisiyla her x € M
icin
Ix =%l = 1ly = xoll _ (1)
olur. Ote yandan M konveks oldugundan x € M ve 0 <A <1 i¢cin (1 —A)y +
Ax € M dir.

Simdix € M € Mve 0 < A < 1 olsun. Bu durumda
ly — Xo”2 <[ (1-2)y+rix— X0”2
= I(1 = Dy +Ax = x,|I?
=(y— X0 +AxX—Y),y —Xo + A(x —y))
= lly — xoll? + 2Mx — y,y — Xo) + 1% ||x — yl|?
elde edilir, dikkat buradaki esitsizlik (1) esitsizliginden dolay1 gecerlidir. Su
halde x € Mve 0 < A < 1 ne olursa olsun 2(x —y,y — X,) gecerlidir. Bu ise her
X € M icin
(X—y,y—Xo) =0 (2)
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gerceklenmesi anlamina gelir. Simdi a = x, — y diyelim ve g, = ||a]|? = (a,a)
diyelim. x, € M oldugundan a # 0 ve g, > 0 olur. Dolayisiyla, (2) esitsizligi
nedeniyle x € M igin
(x—y,y—%X0) =0 (x—y,—a)=0
—(a,x)+ (a,y) =0

<(a,x) < (a,y)

<(a,x) < (a,x9 —a)

<(a,x) < (a,%xq) — (a,a)

<(a,x) < (a,%Xq) — &
elde edilir. Dolayisiyla x € M i¢in (a,x) < (a,X,) — €, dir. Eger b = (a, xq) — &,
alinirsa x € M igin (a,m) < b < (a, n) esitsizlikleri elde edilir, bu ise (xy) tek
nokta konveks kiimesi ile M konveks kiimesinin {x : (a,x) = b} hiperdiizlemi
tarafindan ayrildigi anlamina gelir.

3.23. Teorem: M c R" konveks bir kiime ve x, € M olsun. Bu durumda
oyle bir a # 0 noktasi vardir ki her x € M i¢in (a,x) < (a, X) olur.

ispat: xo € M ve x, € M ise 3.22. teorem nedeniyle her x € M igin
(a,x) < (a,x() olur ve ispat biter. //

Simdi x, € M ve x, € M olsun. Bu durumda x, noktas1 M kiimesine ait
olmayan bir sinir noktasi olur. Dolayisiyla Vn € N, x, € M ve limx_ =x, ger-

cekleyen bir (x,) dizisi vardir. Bu durumda 3.22. teorem nedeniyle ¥V n € N
icin a, # 0 noktasive g5 > 0 sayisi vardir ki V x € M icin
(an,x) < (an: Xn) —& < (anrxn)
gergeklenir. Esitsizligin her iki tarafi kank ||a,|| # 0 ile boliiniirse V n € N ve
V x € M icin
(-0l
llanll

X < (20 x) (3)

Ila I

a,
) dizisi sinirhdir. Dolayisiyla 11m
lla

ny

= 1 oldugundan ( 4n

llanll

. a
dir. Ayrica ” o
lanl

dp
llanll
Vx€eM igin (2) e§itsizligi nedeniyle

= a € R" olan yakinsak bir ( ) alt dizisi vardir. Bu durumda Vn € N ve

%) < ()

denkleml gecerlidir. Burada k-1 icin limite gecildiginde Vx € M ic¢in
(a,x) < (a,x() bulunur. Dikkat edilirse ||a|]| = 1 ve dolayisiyla da a # 0 dir.
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3.24. Teorem: M;, M, c R" konveks kiimeler ve M; N M, = & olsun.
Bu durumda o6yle bir a # 0 noktasi vardir ki her x; € M; ve her x, € M, icin
(a,x1) < (a,x,) olur.

ispat: M = M; — M,, diyelim. M; N M, = & oldugundan 0 ¢ M dir. 3.23.
teorem nedeniyle dyle bir a # 0 noktasi vardir ki her x € M i¢in (a,x) < (a,0)
olur. Ayrica

XEM=M; —M, &x =% —X3,X; € Mq,x, EM,
oldugundan V x; € M4,V x, € M, icin

(,x1 —X,) <0 (a,x1) < (a,%y)
bulunur.

3.16. Tanim: K € R" kiimesine A > 0 ve x € K icin Ax € K ise yani pozi-
tif skaler ¢carpim altinda kapali ise K kiimesine bir koni denir. Eger K konisi
ayni zamanda konveks bir kiime ise K’ya konveks koni denir.

{0} kiimesi, lineer alt uzaylar, orjinden gecen hiperdiizlemlerin belirle-
digi acik ve kapal yari-uzaylar, pozitif dordil kiimesi: {x € R":x > 0}, negatif
olmayan dordiil kiimesi: {x € R":x > 0} birer konveks konidirler.

X1,X2, 0, Xm € RY, Ay, A, e, Ay > 0 olmak lizere x;A; + XAy + -+
XmAm toplamina x4, X5, ..., X, noktalarinin konik kombinasyonu denir.

3.25. Teorem: K € R" kiimesinin konveks koni olmasi i¢in gerek ve ye-

ter sart A1, A, > 0 ve X4, X, € Kicin A;x; + A,X, € K olmasidir.

ispat: K bir konveks koni, 1, A, > 0 ve x4, X, € K olsun. Bu durumda

A A
7\,1X1 + 7\,2X2 = (7\,1 + 7\,2) }\41‘:7\42 X1 + ;b1'|'27b2 X2
0
g ek
labilir. Burada 2y, 4, > 0 oldugundan Ay + i > 0, —2—, —2 0,1
. ) ) ) E )
yazilabilir. Burada A4, A, oldugundan A, 2 thy haths (0,1)
M Ao 5 M Ao
ve At + Tt = 1 olur. K konveks oldugundan i X, + Tt X, €

K olur. Ayrica bir koni oldugundan (A; + kz)( M + k—2x2> € K elde

PR P P
edilir.

Tersine A4, A, > 0 ve x4,X, € Kigin
7\,1X1 + 7L2X2 eK (1)
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gecerli olsun. K'nin bir koni oldugunu gosterelim: A > 0 ve x € Kigin

AX = %X + %X eK
yazilabildiginden K bir koni olur. $imdi K’'nin konveks bir kiime oldugunu gos-

terelim:

0<A<1, xq,x, EK olsun. A =0 i¢in x; € K,A =1 i¢in x, € K olur.
Simdi 0 < A < 1 olsun, bu durumda (1) nedeniyle
(1—k)x1+&x2 €eK
>0 >0
icermesi gerceklenir, bu ise K'nin konveks olmasi demektir. Boylece K hem

koni hem de konveks oldugundan konveks bir koni olur. //

Boylece konveks koniler herhangi iki elemaninin konik kombinasyonu-
nu iceren kiimeler olarak da tanimlanabilir.

3.17. Tanim: & # K € R" bir koni olmak tizere
K*={x*€e R:Vx €K (x,x*) = 0}
kiimesine K konisinin dual konisi denir.

3.26. Teorem: & # K € R" herhangi bir koni olmak iizere K* dual ko-
nisi daima konveks ve kapali bir konidir.

Bu teoremin ispati okuyucuya birakilmistir.

3.27. Teorem: & # K S R" bir koni olmak tzere K ve K aym dual koni-
ye sahiptir, yani K* = (K)* gecerlidir.

ispat: x* € (K)* ise V x € K icin (x,x*) = 0 ve dolayisiyla V x € K icin
(x,x*) = 0 gercgeklenir, bu ise x* € K* demektir. Tersine x* € K* olsun. Bu du-
rumda V x € K icin (x,x*) > 0 gecerlidir. Simdi X € K olsun, bu durumda ele-
manlar1 K konisinden olan ve x; — X saglayan bir (xy) dizisi vardir. Boylece
VKkEN icin (xy,x*) >0 gerceklenir. Simdi k — oo icin limite gecilirse
(%,x*) = 0 elde edilir, buradaki X € K herhangi oldugundan x* € (K)* elde edi-
lir.

KONVEKS ve KONKAV FONKSiYONLAR
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3.18. Tanim: Ac R, f:A— R bir fonksiyon, c€ A ve T dogrusu,
y = f(x) egrisinin (c, f(c)) noktasindaki tegeti olsun.

(i) Egri c’'nin en az bir komsulugunda T tegetinin iist tarafinda kaliyor-
sa, f fonksiyonu x = c de konvekstir (¢cukurdur veya i¢cbtlikeydir) denir.

(ii) Egri c’nin en az bir komsulugunda T tegetinin st tarafinda kaliyor-
sa, f fonksiyonu x = c de konkavdir (tiimsektir veya disbiikeydir) denir.

37

flc) -

|
>,
1 hY

c \\\ X
AN
\-

1. Sekildeki f fonksiyonu (c, f(c)) de konvekstir (icbiikeydir veya ¢ukurdur).
2. Sekildeki f fonksiyonu (c, f(c)) de konkavdir (tlimsektir veya disbtlikeydir).

3.28. Teorem: f:[a,b] = R bir fonksiyon, her x;,x, € [a,b] ve her
A € [0, 1] igin

(i) f(Axq + (1 — A)x, < Af(x1) + (1 — A)f(X;) oluyorsa f fonksiyonu [a,
b] araliginda konvekstir (¢ukurluktur).

(ii) f(xy + (1 = M)x, = M(x1) + (1 — L)f(x;,) oluyorsa f fonksiyonu |[a,
b] araliginda konkavdir (tlimsekliktir).

ispat: (i) f: [a,b] — R sekildeki gibi konveks bir fonksiyon olsun,

r 9

/

¥

X
] 1 1 1 |}
o « e} z X h

a < x4 < X, < b olacak sekilde x;,x, € [a,b] secelim. A € [0, 1] olmak lizere
z=Ax1 + (1 =2)x,

denilirse x; < z < x, dir. Bu esitligin her iki yanina —Az eklenirse,
Zz—Az=Ax1 + (1 —N)x, — Az
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elde edilir. Basit bir islemle,

(1 =M (x2 —2) =A(z—Xq) (1)
yazilabilir. Ortalama deger teoreminden

f(z) —f(x1) = f'(c)(z —x1) (2)
olacak sekilde en az bir ¢ € (x4,2) ve

f(xz) = f(z) = f'(d)(x2 — 2) (3)

olacak sekilde en az bir d € (z, x,) vardir. Bu durumda,

Ahy
/

-

v 3

1
1
1
1
1
1
1
1
[

0

sekildeki gibi c ve d noktalarinitegetlerini ¢izelim. Bu iki tegete dikkat edersek,
tan f < tan a
oldugunu gortriz. Su halde “Bir fonksiyonun tiirevi o noktadaki tegetin egi-
mine esittir’ teoremine gore,
f(c) = f(d) (4)
dir. (1), (3) ve (4) den,
AM(f(2) = f(x)] = F(OMz —x4)
< f(dA(z — xq1) (4’den)
=f(d)(1—-A)(x; —z) (1'den)
= (1 =M[f(xz) —f(z)] (3'den)
bulunur. Su halde A[(f(z) — f(x1)] < (1 — A)[f(x;) — f(z)] dir. Buradan
AM(z) = A (%) < f(x5) — f(z) — A f(x2) + L f(2)
f(z) < M (%) + (1 — A)f(xy)
olur. z'nin degeri yerine konulursa
f(Axy + (1 —A)xp) < Af(xq) + (1 —A)f(x3)
bulunur.

(ii) Benzer sekilde ispat edilir.

Ornek: f: [-1,1] - R, f(x) = x? fonksiyonunun konveks oldugunu gos-
teriniz.

Cozum:

f(Axy + (1 = AM)xy) — A f(xq) — (1 — Vf(x3)

Axy+ (1 =A%) —Ax2 — (1 —1)x3

APx2 = 20(1 = M)xyXp + (1 —A)2 x5 —Ax? — (1 — )x3
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(* = W[XF = 2x%; + x3]
O = W) (%1 = x2)?
olur. A € [0,1] i¢cin A*> < A oldugundan A* — & < 0 oldugundan,
faxy + (1 = M)xy) —Af(x) — (1 = M)f(x,) <0
f(Axy + (1 —M)xy) < Mf(xq) + (1 — M)f(x3)
olur. Su halde verilen f fonksiyonu konvekstir.

Ornek: x € R icin f(x) = ||x|| seklinde tanimlanan norm fonksiyonu
bir konveks fonksiyon oldugunu gosteriniz.

Cozim: x4,x, € R" ve 0 < A < 1 i¢in asagidaki esitsizlik gecerlidir:
A%y + (1 = x|l < IAxq ]l + 11 = D)%l = Mixq [l + (1 = Vx|l
dir.

Ornek: @ # K € R kapal konveks kiime olmak iizere V x € R" nokta-
sinin K kiimesine uzakligini veren f(x) = r&igllx—kll fonksiyonu konveks

KEK
fonksiyon oldugunu gosteriniz.

Cozim: K kapal konveks kiime oldugundan 3.15. sonu¢ nedeniyle bir
x; ER"  igin  3k; €K f(x;) =minl||x; — k|| ve bir 3Ik, €K f(x;)=
min||x, — k|| gecerlidir. Ayrica K konveks oldugundan 0 <A <1 igin
(1 — A)xq + Ax, gegerli olur. Buna gore

f((1 — AM)xq + Ax,) = min|[(1 — A)x; + Ax, — K||

< 11 = )%y + Axy — (1 — Lky + Ak, ||

= I(1 = A)(xq = K1) + A(xz — ko)l

< (1 =M)llxg =kl + 2lIxz = kol

= (1 = Mf(xq) + Mf(xz)
elde edilir.

3.19. Tanim: Eger x; # X, ve 0 < A < 1 icin
f(hx; + (1 = )xy) < Af(xq) + (1 — Vf(x3)
ise f fonksiyonu kesin konvekstir
f(hx; + (1 = A)xy) > Af(xq) + (1 — VHf(xy)
ise f fonksiyonu kesin konkavdir denir.
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08 Mayis 1859, Nakskov, Danimarka - 05 Mart 1925, Kopenhag, Danimarka

3.29. Teorem (Jensen Esitsizligi): x;,x,,..,x, € R"™ ve A; =0,
Zki =1 i¢in
i=1

i) f konveks fonksiyon olmak tizere

f(}\.lxl + 7\.2X2 + -+ 7\.me) S 7\.1f(X1) + }sz(XZ) + -+ }\,mf(Xm)
esitsizligi gecerlidir.

ii) f konkav fonksiyon olmak tizere

f(?ulxl + }\/2X2 + -+ Kme) = klf(xl) + }bzf(Xz) + -+ }Mmf(Xm)
esitsizligi gecerlidir.

Ispat: Tiimevarim yéntemiyle ispat1 yapalim.

2
i) P(2) icinx4,%, € R*vedy,hp 20, D A, =1i¢in Ay = 1 -2, dir.

i=1

f(A1xq + A2Xy) < Aqf(xq) + A f(%5)

f(Aaxg + (1 = Xp)xz) < Af(x1) + (1 = A (x2)
olup dogrudur.

k
P(k) i¢in x4, X5, ..., Xk € RK ve AyAy, e, A =0, Zki =1 icin

i=1
f(}blxl + }\42X2 + -+ }Lka) < }Llf(xl) + sz(Xz) + -+ }\,kf(Xk)
dogru oldugunu kabul edelim.

P(k+1) igin  Xq,Xp, e, Xjo Xpa1 € R ve A, Ag e Mo A1 = 0,
k+1

Zki =1 i¢in k yerine k + 1 alinmasinda sakinca olmayacagindan
i=1

f(A1xq + Aoy + oo+ AepaXper1) < Aaf(Xq) + Apf(X2) + o+ + A f(Xi1)
esitsizligi gerceklenir.
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ii) (i) ye benzer yontemle yapilir.

3.30. Teorem: Vi = {1,2,...,m} icin f; fonksiyonlar1 konveks ve o; = 0
olmak lizere

f(x) = a fi(x1) + azf(%2) + -+ + ot frn Xm)
fonksiyonu da konvekstir.

ispat: x,y € R? ve 0 < A < 1 olsun.
fOx+ (A -=Ny)
= fi(x+ (A =VNy)+af(Ax+ (1 =A)y) + -+ apfn(Ax+ (1 =AL)y)
< oy (M (%) + (1 = M) + o (M2 (%) + (1 = M)f(¥)) + -
oy (Mn () + (1 =D (y)
= Moy fy (%) + 0 f2(%) + -+ + o (X)) + (1 =) (a1 £5,(¥) + apfr(y) + -
+ amfm (¥))
= M(x) + (1 — V)f(y)
olur. Dolayisiyla f konvekstir.

3.31. Teorem: Vi € [ icin f; fonksiyonlar1 konveks ise f(x) = sup f;(x)
i€l
seklinde tanimlanan konveks fonksiyonlarin supremum fonksiyonu da kon-
vekstir.

Ispat: sup fi(x) = o olmak iizere

f(x) =i;1_13 fxeVielLazfix)oax)f
dir. Vi€l i(;iniEIfi fonksiyonlar1 konveks oldugulrelldan azﬂfi vardir. Bu da
f(x) = sup f;(x) konveks oldugunu gosterir. -

i€l

3.32. Teorem: [ C R acik bir aralik, a,b,x€l,a<x<bvef:I- R
fonksiyonu konveks olsun. Buna gore

f(x)—f(a) < f(b)—f(a) < f(b)—f(x)
Xx-a ~ b-a = b—x

dir.
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f(x)—f(b X a+32.p)

yazilabilir. f konveks oldugundan

f(x) S f( ) +22 - f(b)
esitsizligi elde ed111r Bu e$1t51211kte her taraftan f(a) ¢ikartilirsa
f(x) —f(a) < E -f(a) + E;_; -f(b) — f(a)
f(x) — f(a) <7 b=a [f(b) — f(a)]
f(x)—f(a) - f(b)—f(a)
x-a  b-a

esitsizligi de benzer bicimde gosterilir.

elde edilir. Boylece
f(b)—-f(a) _ f(b)~f(x)
b-a — b—x

esitsizligi gosterilmis olur.

3.34. Teorem: (a,b) C R, f: (a,b) = R, f(x) =y fonksiyonu (a, b) aral-
ginda birinci ve ikinci tiirevlenebilen olsun.

(i) Her x € (a,b) icin f’"(x) > 0 ise, f fonksiyonu (a,b) araliginda kon-
vekstir (i¢blikeydir).

(ii) Her x € (a,b) icin f'(x) < 0 ise, f fonksiyonu (a, b) araliginda kon-
kavdir (disbiikeydir).

ispat: (i) f’(x) > 0 olmasi (a,b) araliginda f'(x) fonksiyonunun artan
oldugunu tirevin uygulamalart konusunda gosterildi. Su halde ¢ < d i¢in
f'(c) < f'(d) dir. Buna gore, a < x; <X, < b, X1,X, € [a,b] icin, x; £z <x,
alinirsa, Ortalama deger teoreminden

f(z) — f(x1) = () (z — x1)
olacak sekilde en az bir ¢ € (x4,z) ve

f(x2) = f(z) = F(D) (x, — 2) __
olacak sekilde en az bir d € (z,x,) yazilabilir. Onceki teoremde kullanildigi
gibi diizenleme yapilirsa,

f(x1 + (1 —A)xy) < Af(xq) + (1 —L)f(x3)
bulunur.

Ornek: f: R - R, f(x) = x? fonksiyonu i¢in f""(x) = 2 > 0 oldugundan
(=00, +00) araligindan konvekstir.

Ornek: f(x) = — Inx fonksiyonu icin f'(x) = —% ve f"(x) = xiz > 0 ol-

dugundan (0, +o) araligindan konvekstir.
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Ornek: f(x) = sinx fonksiyonu icin f'(x) = cosx ve f"(x) = —sinx < 0
oldugundan [0, t] araligindan konkavdir.

Ornek: f: R - R, f(x) = x? — 12x? + 10 fonksiyonunun konveks ve
konkav araliklarini bulunuz.

Coziim: f'(x) = 3x?% — 24x
f'(x) =6x—24=0
Xx=4
dir. Buna gore,
% |-e0

4
| - § .
|

Her x € (4, ) i¢cin f"(x) > 0 oldugundan f bu aralikta konvekstir.
Her x € (—,4) icin f''(x) < 0 oldugundan f bu aralikta konkavdir.

Ornek: f: R — R, f(x) = x? — 4x fonksiyonunun konveks araliklarini
bulunuz.

Cozim: f'(x) = 2x — 4
f'x)=2>0
dir. Buna gore,
H |- =¢)

dfgliX:I ¥ n +

i N
oldugundan R de konveks oldugunu gosterir. Bu fonksiyonun grafigi,
Yl

y=tix]
|

r -

bicimindedir.
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3.2. Not: I € R agik bir aralik ve f: [ = R ikinci mertebeden siirekli tii-
revlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger her x € I i¢in f’(x) > 0 ise f fonksiyonu
kesin konvekstir. Ancak tersi her zaman dogru degildir, yani f fonksiyonu ke-
sin konveks ise I iizerinde f”(x) > 0 olmayip f'(x) = 0 da olabilir. Ornegin R
lizerinde f(x) = x* fonksiyonu kesin konvekstir ancak f'(x) = 12x? > 0 degil-
dir, ¢linkii f(0) = 0 dur.

3.17.Sonug: I € R agik bir aralik ve f: I = R ikinci mertebeden siirek-
li tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda 0 < A < 1 ve a,b € R olmak
lizere asagidakiler gecerlidir:

V x € ligin f''(x) = 0 < fkonveks < f(ha + (1 — A)b) < A f(a) + (1 — L)f(b)
V x € li¢in f"(x) > 0 < fkesin konveks < f(Aa + (1 — A)b) < A f(a)
+(1 — M)f(b)

Ornek: (—oo, +0) iizerinde f(x) = e* fonksiyonu f’(x) = X > 0 nede-
niyle kesin konveks, dolayisiyla da konvekstir.

Ornek: (0, +) iizerinde f(x) = —In x fonksiyonu f"'(x) = xlz > 0 nede-

niyle kesin konveks, dolayisiyla da konvekstir.

30.35. Teorem: x;, X5, ...,Xp = 0, A1, Ay, ..., Ay > 0 ve in =1 ise
i=1

Ao A A
X11X22 ...Xnn < }\,1X1 + }\,2X2 + -+ }\,an

esitsizligi mevcuttur.

ispat: X1, X, .., Xq = 0, £(x) = —In x ve x € (0, 400) olsun. f"(x) = Xlz >
0 oldugundan f(x) = —In x fonksiyonu konvekstir, dolayisiyla Jensen esitsizligi
uygulanabilir.

—In(A1X1 + AyXy + -+ ApXy) < M (—Inxy) + A (—Inxy) + -+ Ay(—Inxy,)
Minx; +AxInx, + -+ ApInx, < In(Aqxq + A%, + -+ ApXy)
Inx} +Inx32 + -+ In x5 < In(hyxq + ApXp + - 4 ApXp)

In( ;%52 .. x0") < In(hyX; + ApXp + -+ ApXy)
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olur. In x fonksiyonu (0, +o0) lizerinde kesin artan oldugundan yukaridaki son

esitsizlikten xi‘lxgz Xﬁ“ < MXq + ApXy + -+ Ay X, esitsizligi elde edilir.

KUADRATIK FORM ve KUADRATIK FONKSIYONLAR

3.20. Tanim: f : R" - R ve Q bir n X n reel simetrik matris olmak tize-
re f(x) = ( %, Qx) seklinde tanimlanan fonksiyona bir kuadratik form denir.

a € R", b € R olmak tizere g(x) = (a,x) + b seklindeki fonksiyon afin
fonksiyondur ve tiim afin fonksiyonlar bu bigimde yazilabilir.

Bir kuadratik form ile bir afin fonksiyonun toplami bi¢ciminde yazilan
fonksiyona bir kuadratik fonksiyon denir, yani kuadratik fonksiyonlar

h(x) = (x,Qx) + (a,x) + b
seklinde yazilabilen fonksiyonlardir.

Bir Q,xn simetrik reel matrisine, egerV x € R" icin (x, Qx) > 0 saglani-
yor ise pozitif yari-tanimli matris ve (x, Qx) kuadratik formuna da pozitif yari-
tanimli form denir. Eger V x € R"\{0} icin (x,Qx) > 0 saglaniyor ise pozitif
tanimli matris ve (x, Qx) kuadratik formuna da pozitif tanimli form denir.

3.21. Tamim: Q bir n X n reel matris olsun ve elemanlar aj; ile gosteril-

sin.
d;;  ayy Ay
a a a
21 22 2k
Al—all, Ak— . ,k=2,3,...,n
Ay Ay Ay

seklinde tanimlanan Ay determinantlarina Q matrisinin 6éncti esas minorleri
denir.

3.36. Teorem: f: C c R" — R fonksiyonu agik konveks bir C kiimesi
lizerinde reel degerli ve ikinci mertebeden siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon
olsun. Bu durumda f fonksiyonunun C tizerinde konveks olabilmesi i¢cin gerek

ve yeter sart Hessian matris denilen
2

d .
H(X) - <6Xian (X)>’ L] = 1'2; R 0

seklinde tanimlanmis simetrik matrisin her x € C icin pozitif yari-taniml ol-
masidir.
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Eger H(x) matrisi her x € C i¢in pozitif taniml ise o zaman f kesin kon-
veks fonksiyondur.

Bu teoremin ispat1 okuyucuya birakilmistir.

3.18. Sonug: Eger Hessian matris pozitif yari-tanimh degil ise fonksi-
yon konveks degildir.

3.37. Teorem (Sylvester Kriteri): Simetrik bir Ay, matrisin pozitif
tanimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart tiim 6ncii esas mindrlerin hepsinin pozi-
tif olmasi yani her k = 1,2, ..., n i¢cin Ay > 0 ger¢eklenmesidir.

Bu teoremin ispat1 okuyucuya birakilmigtur.

3.19. Sonug: Pozitif yari-tanimli olma kriteri: 2™ — 1 tane olan ve adla-
rina esas minorler denilen hepsi ayni anda sifir olmayan determinatlarin pozi-
tif olmasi halinde A matrisi pozitif yari-tanimhdir.

a b
n = 2 durumunda: A:{ }
b c

A matrisinin esas minérleria = 0,c = 0 ve det(A) = ac — b% > 0 gercekleniyor
ve bunlarin hepsi birden sifir degil ise A simetrik matrisi pozitif yari-
tanimhidir.

a b c
n = 3durumunda: A=|b d e
c e f

A matrisinin esas minoérleri a, d, f, ad — b?,af — c?, df — e? ve det(A) degerleri-
nin pozitif olmasi halinde A matrisi pozitif yari-tanimhdir. n > 3 i¢in benzer
durum soz konusudur.

Ornek: f(x,y,z) = x% + 2y? + 3z2 + 2xy + 2xz fonksiyonunun R%'de
konveksligini inceleyelim. Hessian matrisini olusturalim.

Cozim: fy = 2x + 2y + 2z, f, = 4y + 2x, f, = 6z + 2X

fox = 2, fy = 2, £y = 2, fiy = 2,fy = 4, £, = 0, f = 2,y = 0,£,, = 6
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2 2 2
H(x,y,z)={2 4 0
2 0 6
dir. Simdi de 6ncii esas minérlerini hesaplayalim,
2 2 2
2 2
A1=2>0,A2:‘2 4‘:4>0,A3:2 4 0/=8>0
2 0 6

her x € R3 icin A, A,,A; > 0 gercekledigine gore Sylvester Kriteri nedeniyle
Hessian matrisi pozitif tanimli bir matristir. Dolayisiyla 3.36. teorem nedeniyle
f fonksiyonu R3 iizerinde kesin konveks bir fonksiyondur.

Ornek: f(x,y,z) = x+ y? +z% —xy — 3z fonksiyonunun R¥'de kon-
veksligini inceleyelim. Hessian matrisini olusturalim.

Cozim: fy =1 -y, f, =2y —x, f, =32 =3
fox = 0, £y = —1, fip = 0, fy = —1, £y = 2,6, = 0, £ = 2, f,y = 0, ,, = 62

0 -1 0
H(x,y,z)=|-1 2 0
0 0 6z
dir. Simdi de 6ncii esas mindrlerini hesaplayalim,
0 -1 0
0 -1
At=0>0,A,= . =—1>0,A,=-1 2 0|=-6z
0 0 6z

her (x,y,z) € R3 icin esas minérlerinden olan 6z esas minérii z < 0 i¢cin 6z < 0
olacagindan Hessian matris pozitif yari-tanimli olmadig icin f fonksiyonu R3
tizerinde konveks bir fonksiyon degildir.

3.20. Sonug: Bir C ¢ R" acik konveks kiimesi lizerinde tanimli konveks
fonksiyon C lizerinde siireklidir.

3.3. Not: Bir f : R" = R fonksiyonu x, € R" noktasinda diferansiyelle-
of

nebilir ise % (x0) kismi tiirevleri vardir. Fakat tersi her zaman dogru degildir.
i

Ornegin R? de tanimlh agsagidaki
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Xy
——, (x,v)#* (0,0
f(x,y) = X2 +y2 xy) # (0,0)

0,  (y)=(00)

f
fonksiyonu i¢in (0, 0) noktasinda kismi tlirevler var ve P (0,0) = a_y (0,0) =

0 dir, ancak f fonksiyonu (0, 0) noktasinda siirekli olmadigi i¢in diferansiyelle-
nebilir degildir.

3.38. Teorem: D bir agik kiime olmak tizere f: D € R" - R herhangi
bir fonksiyon ve x, € D olsun. Eger f fonksiyonu x, noktasinin bir komsulu-
gunda her bir degiskene gore siirekli kismi tiirevlere sahip ise x, noktasinda
diferansiyellenebilirdir.

SEVIYE KUMELERI

3.22. Tanim: a € R, C konveks bir kiime ve f: C € R" - R olmak lize-
re L, = {x € R" : f(x) < a} kiimesine f fonksiyonunun a seviye kiimesi denir.

3.39. Teorem: C konveks bir kiime olmak iizere f: C € R" — R fonk-
siyonu konveks ise her a € R igin L¢, seviye kiimeleri konvekstir.

Ispat: a € R, x;%, € Lgy ve 0 < A < 1 olsun. f konveks oldugu igin

fxy + (1 —=M)x) S AMED)+ A M) <rha+(1-Na=a
olur, bu ise Ax; + (1 —=A)X;) € L¢, nedeniyle L¢, kiimelerinin konveks olmasi
demektir.

3.4. Not: Bu teoremin tersi her zaman dogru degildir. Ornegin R’de ta-
nimlanmis f(x) = x3 fonksiyonunun her a € R igin L¢, seviye kiimeleri kon-
vekstir, ancak f(x) = x3 fonksiyonu R tizerinde konveks degildir.
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