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4. BÖLÜM 
ÜÇ KATLI İNTEGRALLER 

 
 
 
 
 ÜÇ KATLI İNTEGRAL KAVRAMI 
 
 Üç katlı integraller, integrasyon bölgesi üç boyutlu uzayda bir bölge olan 
integrallerdir. 
 
 4.1. Tanım: Üç değişkenli bir fonksiyonda tanım kümesi bir hacimli bölge 
veya hacimli bölgenin alt kümeleridir. Bu bölge  
  }fze,dyc,bxa:)y,x{(D   

veya 
  )}y,x(fz)y,x(e),x(dy)x(c,bxa:)y,x{(D   

ile gösterirsek üç değişkenli fonksiyonun hem x’e hem y’ye hem’de z’ye göre in-
tegrallerinin alınmasına f fonksiyonun üç katlı integrali denir ve dzdydxdV  

olmak üzere 

D

dV)y,x(fI  biçiminde gösterilir. Bu integrali alınırken iç kısmın-

dan dışa doğru kısmi türev uygulanır.  
 
 Eğer D bölgesinin parçalanması koordinat düzlemlerine paralel düzlemler-
le yapılırsa kkkk z.y.xV   olacağından, yukarıdaki integral 

  
D

dzdydx)z,y,x(f  

biçiminde de yazılabilir. 
 
 Toplam sembolünün ve limitinin özelliklerinden yararlanarak, üç katlı 
integrallerin aşağıdaki özelliklere sahip olduğu kolayca gösterilir. 
 

 i)  

DD

dV)z,y,x(f.kdV)z,y,x(f.k  

 ii)  

DDD

dV)z,y,x(gdV)z,y,x(fdV)z,y,x(g)z,y,x(f  

 iii) D üzerinde 0)z,y,x(f   ise 0dV)z,y,x(f
D

  dir. 

 iv) D üzerinde )x,y,x(g)z,y,x(f   ise  

DD

dV)z,y,x(gdV)z,y,x(f  dir. 

 v) 21 DDD   ve  21 DD  ise 
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   

 2121 DDDD

dV)z,y,x(gdV)z,y,x(gdV)z,y,x(f  

dir. // 
 
 Eğer D bölgesi alttan )y,x(gz   ve üstten )y,x(gz   yüzeyi ve D bölgesinin 

xy – düzlemindeki dik izdüşümü D1 ise; 

 dydxdz)z,y,x(fdzdydx)z,y,x(f

1D

)y,x(hz

)y,x(gzD
 




















 

biçiminde olur. 
 
 Örnek:  )z,y,x{(D ℝ3 }4z2,3y1,2x0:   olduğuna göre 

     

D

dzdydx)zyx(I  

integralini hesaplayınız. 
 

 Çözüm:  

D

dydydz)zyx(I  

        
  



2

0x

3

1y

4

2z

dxdydz)zyx(  

      dxdy
2

z
yzxz

2

0x

3

1y

4

2

2

 
 














  

        
 



2

0x

3

1y

dxdy8y4x4  

       




2

0x

3

1

2 dxy8y2xy4  

       




2

0x

3

1

2 dxy8y2xy4  

      




2

0x

dx)30x8(  

      
2

0

2 )x30x4(   

      44  
 
 Örnek: 0z,0y,0x),0a(,azyx  tarafından sınırlanan bölgede; 

  

D

dxdydzxI  

integralini bulunuz. 
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 Çözüm:   












a

0x

xa

0y

yxa

0z

dxdydzxI  

       









a

0x

xa

0y

yxa

0
dxdyxz  

       








a

0x

xa

0y

dxdy)yxa(x  

      



















a

0x

xa

0

2
2 dx

2

xy
yxaxy

2

1
 

      














 


a

0x

2
2 dx

2

)xa(x
)xa(x)xa(ax

2

1
 

       




a

0x

3222 dxxx2ax2xa3
4

1
 

      

a

0

43322

4

x

3

x2

3

ax2

2

xa3

4

1













  

      













3

a2

3

a2

4

a5

4

1 344

 

 

 Örnek: Alttan 3z   düzlemi, üstten 4yxz 22   paraboloidi, yandan 

1yx 22   silindiri sınırlanan bölge üzerinde 

D

dxdydzxyzI  integralini hesap-

layınız. 
 

 Çözüm: Veriye göre silindirin alt sınır 3z   ve üst sınırı 4yxz 22   ol-

duğundan 

dydxdzxyzI

1

22

D

4yx

3z
 




















 

     dydx9)4yx(
2

xy

1D

222

   

olur. Burada D1 bölgesi D bölgesinin xy - düzlemindeki izdüşümü olan 1yx 22   

dairesidir. Kutupsal koordinatlara geçilirse 

  


 



2

0

1

0r

222 ddrr]9)4r[(cossinr
2

1
I  
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    


 



2

0

1

0r

246 ddr)r7r8r(cossin
2

1
 

   



















2

0

1

0

357

d
3

r7

5

r8

7

r
cossin

2

1
 

   






2

0

dcossin
105

214
 

   





2

0

2sin
105

108
 

   0  

bulunur. 
 
 
 ÜÇ KATLI DÖNÜŞÜMLERİN BÖLGE DÖNÜŞÜMLERİ 
 
 xyz koordinat sistemindeki bir D bölgesi, )z,y,x(fu  , )z,y,x(gv  , 

)z,y,x(hw   bölge dönüşümü ile bir R bölgesine dönüştürüldüğünde 

  )z,y,x()w,v,u( V
)z,y,x(D

)w,v,u(D
V   

olacağından 

  

RD

dV
)z,y,x(D

)w,v,u(D
))z,y,x(h),z,y,x(g),z,y,x(f(T)w,v,u(T  

olacaktır. 
 
 Üç boyutlu uzayda iki önemli bölge dönüşümü vardır. Şimdi bu iki dönü-
şümü verelim. 
 
 1. KÜRESEL KOORDİNATLAR 
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 xyz koordinat sisteminde bir P(x, y, z) noktası verilmiş olsun. P noktasının 
orijine olan uzaklığı , OP doğru parçasının z – ekseni ile pozitif yönde yaptığı 

açının ölçüsü  olsun. OP doğru parçasının xy düzlemindeki dik izdüşümü ]PO[   ve 

]PO[   doğru parçasının x – ekseni ile pozitif yönde yaptığı açının ölçüsü  olsun. 

   sinPO  

olduğundan 

  














cosz

sinsiny

cossinx

 

olur. Böylece xyz – koordinat sisteminden  koordinat sistemine bir bölge dö-

nüşümü elde edilmiş olur. Bu durumda P noktasının  – sistemindeki koordi-

natları (, , ) olur. Bu sayılara P noktasının küresel koordinatları adı verilir. 
 

 Örnek: Kartezyen koordinatları )2,3,3(P  olan noktanın küresel koordi-

natları bulunuz. 
 

 Çözüm: 16233zyx 222222   ise 4zyx 222   

    
3

cos42cosz


  

    
3

tan
3

3
tan

x

y 
  

 

bulunur. Buna göre P noktasının küresel koordinatları 






 

6
,

3
,4P  olacaktır. 

 

 Örnek: Kartezyen koordinat sistemindeki denklemi 222 yxz   olan koni-

nin küresel koordinatlar sistemindeki denklemini bulunuz. 
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 Çözüm: x,y,z koordinatlarının küresel koordinat sistemindeki değerleri 
denklemde yerine yazılırsa 

   2222222222 sinsinsincossincos  

   sincos  

 
4

3
veya

4





  

olur. 
4


  koninin üst yarısının, 

4

3
  koninin alt yarısının denklemidir. 

 

 Genel olarak,   denklemi ana doğrusu z – ekseniyle  kadar açı yapan 
koninin denklemidir. 
 
 Örnek: Küresel koordinat sistemindeki denklemi 2  olan yüzeyin kar-

tezyen koordinat sistemindeki denklemini yazınız. 
 

 Çözüm: 2  ise 4zyx 2222   olur. Bu yarıçapı 2 birim olan mer-

kezcil kürenin denklemidir. 

 

0sinrcos

cossinsincossinsin

sinsincoscoscossin

zzz

yyy

xxx

),,(D

)z,y,x(D
















































 

olur. Bu determinant açılır ve gerekli sadeleştirmeler yapılırsa 

  


sin
),,(D

)z,y,x(D 2  

bulunur. Buna göre; 

 

R

2

D

dddsin)cos,sinsin,cossin(f)z,y,x(f  

 olur. 
 
 Not: İntegrasyon bölgenin bir küre parçası halinde küresel koordinatları 
kullanmak yararlıdır. 
 

 Örnek:   










5

a

xa25

x25

yx25

0

22

22

2

22

dxdydz)yx(I  integralini küresel koordinatlara 

çevirerek bulunuz. 
 

 Çözüm: Verilen integralin integrasyon bölgesi, 5 yarıçaplı merkezli kürenin 
üst yarısıdır. 
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 Yarım küre içindeki bir noktanın orijine olan uzaklığı 0 dan 5’e kadar deği-
şebileceğinden 50   dir. 

 
 Bir ucu O orijinde ve uzunluğu 5 kadar olan doğru parçasının z – ekseni ile 

yaptığı açının ölçüsü  olsun. , sıfırdan 
2


 ye kadar değişirse P doğrusu bir çeyrek 

daire kadar tarama yapar. Eğer bu çeyrek daire z – ekseni etrafından 2  kadar dön-

dürülürse yani,  sıfırdan 2  kadar değiştirilirse bir yarım küre oluşur. Şu halde 
küresel koordinatların değişim aralıkları 

 50  , 
2

0


 ,  20  

olacaktır. Buna göre 

   






 



2

0

2/

0

5

0

2222222 dddsin)sinsincossin(I  

      






 



2

0

2/

0

5

0

34 dddsin  

     













2

0

2/

0

5

0

3
5

ddsin
5

 

     










2

0

2/

0

3 ddsin625  

     










2

0

2/

0

2 ddsin)cos1(625  

    
















2

0

2/

0

3 dcos
3

1
cos625  

    






2

0

d
3

2
625  
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


2

03

250
 

    
3

500
 

olur. 
 
 
 2. SİLİNDİRİK KOORDİNATLAR 
 

 
 xyz koordinat sisteminde bir M(x, y, z) noktası verilmiş olsun. MP noktası-
nın xy – dik izdüşümü M1 ve M1 noktasının xy – düzlemindeki kutupsal koordinat-
lar ),r(   olsun. Buna göre 

  














zz

siny

cosx

 

olur. Bu dönüşümün Jakobiyen determinantı 

 








100

0cossin

0sincos

)z,,(

)z,y,x(
 

olduğundan 

 

RD

dzdd)z,sin,cos(f)z,y,x(f  

 olur. 
 
 İntegral bölgesinin bir silindir parçası olması halinde silindirik koordinat-
ları kullanmak yararlıdır. 
 

 Örnek:   








2

0

yy2

yy2

yx

0

22

2

2

22

dxdydz)yx(zI  integralini silindirik koordinatlara 

çevirerek bulunuz. 
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 Çözüm: İntegrasyon bölgesi, alttan 0z   olup xy – düzlemi üstten 

22 yxz   konisi, yandan 1)1y(x 22   silindiri tarafından sınırlanan bölgedir. 

 22 yxz   ise  2222 sincosz  

 1)1y(x 22   ise  sin2sin2y2yx 222  

olur. Buna göre 22 yxz   konisinin silindirik koordinatlardaki denklemi z , 

1)1y(x 22   silindirinin denklemi  sin2  olur. Bu durumda, 

   














0

sin2

0 0z

2 dddz..zI  

    















0

sin2

0 0

23

dd
2

z
 

    













0

sin2

0

5

dd
2

 

   











0

sin2

0

6

d
12

 

   






0

32 d)(sin
3

16
 

   











 


0

3

d
2

2cos1

3

16
 

   






0

32 d)2cos2cos32cos31(
3

8
 

   










 0
2

3
0

3

8
 

   
3

5
 

bulunur. 
 
 
 HACİM HESAPLARI 
 

4.1. Teorem: D ℝ3, xyz koordinat sisteminde bir bölge ve f de bu bölge 

üzerinde sınırlı bir f fonksiyon olsun. 
f : D → ℝ , z = f (x , y) 

üç değişkenli fonksiyonu verilsin. Bu bölgenin hacmi 
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 

D

dxdydz)H(Hacim  

dir. 
 
 İspat: }D,...,D,D{ n21 , D bölgesinin bir parçalanması; )z,y,x( kkk , Dk nın 

herhangi bir noktası, kV  da Dk bölgesinin hacmi olsun. Eğer 

  





n

1k
kkkk

0
V)z,y,x(flim  

limiti varsa bu limit Reamann anlamında integrallenebilmeden f’nin D üzerinde 
integralini gösterir.  

   



D

n

1k
kkkk

0
dV)z,y,x(fV)z,y,x(flim  

olur. Eğer D bölgesinin parçalanması koordinat düzlemlerine paralel düzlemlerle 
yapılırsa kkkk z.y.xV   olacağından, yukarıdaki integral 

  
D

dzdydx)z,y,x(f  

biçiminde de yazılabilir. Her D)z,y,x(   için 1)z,y,x(f   alındığında D bölgesinin 

hacmini vereceğinden 

   



D

n

1k
k

0
dVVlim  

ile gösterilir. // Eğer,  
 

i) Hacim küresel koordinatlarda; 

   

D

2 dddsinV  

 ii) Silindirik koordinatlarda; 

   

D

dddzV  

denklemi ile bulunur. 
 

 Örnek: 22 yx5z   ve 22 y4x4z   parabolidleri arasında kalan bölgenin 

hacmini bulunuz. 
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 Çözüm: Verilen bölgenin xy – düzlemi üzerindeki dik izdüşümü 1yx 22   

dairesidir. 

 

 Silindirik koordinatlara geçilirse, 222 yx   olduğundan, 

  

D

dddzV  

      
 





2

0

1

0

5

4

2

2

dddz  

     







2

0

1

0

5

4
ddz

2

2  

     




2

0

1

0

22 dd)45(  

    









 





2

0

1

0

42

d
42

5  

    




2

0

d
4

5
 

    





2

04

5
 

    
2

5
br3 

olur. 
 

 Örnek: 25zyx 222   küresinin içinde, 222 yxz3   konisinin dışında 

kalan bölgenin hacmini bulunuz. 

 
 Çözüm: Önce koninin küresel koordinatlardaki denklemini bulalım. 

  22222222222 sinsincossincos3yxz3  

             22 sincos3  
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            3tan2   

            3tan   

            
3

2
ve

3





  

ve 

   
 





2

0

3/2

3/

5

0

2 dddsinV  

      
 








2

0

3/2

3/

5

0

3

ddsin
3

 

      
 





2

0

3/2

3/

ddsin
3

125
 

     







2

0

3/2

3/
dcos

3

125
 

     




2

0

d
3

125
 

     





2

03

125
 

     
3

250
br3 

olur. 
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