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4. BOLUM
UC KATLI INTEGRALLER

UC KATLI INTEGRAL KAVRAMI

Uc¢ kath integraller, integrasyon bélgesi ii¢c boyutlu uzayda bir bolge olan
integrallerdir.

4.1. Tanim: Ug degiskenli bir fonksiyonda tamm kiimesi bir hacimli bélge
veya hacimli bolgenin alt kiimeleridir. Bu bolge
D={(x,y):a<x<b,c<y<d,e<z<f}
veya
D={(x,y):a<x<b,c(x)<y <d(x),e(x,y)<z<f(x,y)}
ile gosterirsek li¢c degiskenli fonksiyonun hem x'e hem y’ye hem’'de z'ye gore in-
tegrallerinin alinmasia f fonksiyonun tii¢ kath integrali denir ve dV=dxdydz

olmak iizere I= _UJ. f(x,y)dV biciminde gosterilir. Bu integrali alinirken i¢ kismin-
D
dan disa dogru kismi tiirev uygulanir.

Eger D bolgesinin par¢alanmasi koordinat diizlemlerine paralel diizlemler-
le yapilirsa AV, =Ax, .Ay, .Az, olacagindan, yukaridaki integral

_UJ. f(x,y,z)dxdy dz

biciminde de yazilabilir.

Toplam semboliiniin ve limitinin 06zelliklerinden yararlanarak, ic¢ kath
integrallerin asagidaki oOzelliklere sahip oldugu kolayca gosterilir.

i) j ﬂ kf(x,y,z)dV =k. m f(x,y,2)dV
ii) J:U f(x,y,z)+g(x,y,z)dV= 'UJ. f(x,y,z)dV+ .[U g(x,y,z)dV
ii) D iizerinde f(x,y,2)20 ie [[[ f(x,y,2)dV=0 di.

V) Diizerinde f(x,y,z)>g(x,y,x) ise Hj f(x,y,z)dV > 'm g(x,y,z)dV dir.

v) D=D, uD, ve D, "D, = ise
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”.[ f(x,y,z)dV= J.” g(x,y,z)dV+ J.” g(x,y,2)dV

D, UD, D

dir. //

Eger D bolgesi alttan z=g(x,y) ve istten z=g(x,y) yiizeyl ve D bolgesinin
Xy — diizlemindeki dik izdiigiimii D; ise;

m f(x,y,z)dxdy dz= J] [Z_hff(fy(]x,y,z) dz}dx dy

D, | z=g(xy)
biciminde olur.

Ornek: D={(x,y,z)e]R3 1 0<x<2,1<y<3,2<7z<4} olduguna gore
I=Hj(x+y+z)dxdydz
D

integralini hesaplayiniz.

Cozim: I= m (x+y+z)dzdydy

3 4

:j J J(x+y+z)dzdydx

x=0y=1z=2

- j i (xz+yZ+§J

x=0y=1

4

dy dx

2
2 3

= | [(4x+4y+8)dydx

x=0y=1

£ j;(4>(y+2y2 +8ylj dx

x=0

3 .2[(4xy+2y2 +8ylj dx

x=0

= Jz‘(8x—30) dx

x=0
2 2
=(4x —30x)\0
=44

Ornek: x+y+z=a,(a>0),x=0,y=0,z=0tarafindan smrlanan bolgede;

Izjﬂxdzdydx
D

integralini bulunuz.
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a a—xa-x-y

Coziim: I:I '[ J-xdzdydx

x=0y=0 z=0
=I j.sz_y dy dx
0
x=0y=0
:I Ix(a—x—y)dydx
x=0y=0
—lj axy —x° _x_yz de
27 y y 2
X= 0
17 ) x(a—x)*
=— ax(a—x)—-x“(a—x d
Zj[ (a-x)-x(a-x)-=—
=% I(3a2x—ZaX2 +2x° —X3)dX

i
(=]

a

4| 2 3 3 4

1(534 2a* 2a3J
= 43—

B 1[3a2x2 ~ 2ax> 2x° x4}

4\ 4 3 3

Ornek: Alttan z=3 diidemi, istten z=x’+y*+4 paraboloidi, yandan
x*+y?=1 silindiri smrlanan bélge iizerinde I=J_” xyzdzdydx integralini hesap-
D

laymiz.

Coziim: Veriye gore silindirin alt simr z=3 ve iist simur1 z=x*+y*+4 ol
dugundan
x24+y?+4

1=M jxyzdz]dxdy

z=3
ZII%[(XZ +y’ +4) —9}ixdy
D,

olur. Burada D1 bélgesi D bélgesinin xy - diizlemindeki izdiisiimii olan x*+y* <1
dairesidir. Kutupsal koordinatlara gegcilirse

2n 1
1= I J.%rz sin@cosO[(r’* +4)* —9Jrdrdo

0=0r=0



www.matematikl.com 4

2n 1
:% I Isin 0cosO(r® +8r* +7r*)drde

0=0r=0

do

0

7
=— jsm@cose 1a—+8i l
5 3

=m Isin Ocos0dO
105,

bulunur.

UC KATLI DONUSUMLERIN BOLGE DONUSUMLERI

xyz koordinat sistemindeki bir D bélgesi, u=f(x,y,z), v=g(x,y,z),
w =h(x,y,z) bolge doniisimii ile bir R bolgesine doniistiirtildiigiinde
D(u,v,w)

AV, =
(w,v,w) ‘ D(X,y,Z) (xy.z)
olacagindan
D(u,v,w
JIT v, w= [ TGy 2 0y ) b, yz)* (( Z)) av
olacaktlr.

Uc¢ boyutlu uzayda iki énemli bélge déniisiimii vardir. Simdi bu iki dénii-
simi verelim.

1. KURESEL KOORDINATLAR

ZM
“a Plxy,z)

fan] 1
7] 1
=] 1
v 1
(=% 3] 1

1

1
0] ] Y Y

- | I/
X \'\\ :II
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xyz koordinat sisteminde bir P(x, y, z) noktasi verilmis olsun. P noktasinin
orijine olan uzakligr p, OP dogru parg¢asinin z - ekseni ile pozitif yonde yaptig
acinn Ol¢iisii 0 olsun. OP dogru parcasiin xy diizlemindeki dik izdistimii [OP'] ve
[OP'] dogru pargasmin x — ekseni ile pozitif yonde yaptig1 agmin 6lglisii ¢ olsun.
OP'|=psin®

oldugundan

X =psinBcos e

y =psinOsin¢

z=pcos6
olur. Boylece xyz - koordinat sisteminden p6¢ koordinat sistemine bir bolge do-

niisimil elde edilmis olur. Bu durumda P noktasinin pO¢ - sistemindeki koordi-
natlar1 (p, 6, ¢) olur. Bu sayilara P noktasinin kiiresel koordinatlar1 adi verilir.

Ornek: Kartezyen koordinatlar P(3,\/§, 2) olan noktann kiiresel koordi-
natlar1 bulunuz.

Cozim: x*+y°+z° =3+ 3" 127 =16 ise p=+x>+y*+7* =4

z=pcosf<=2=4cos0<= 0=

wla

X <

=tan <:>—3—tan < _I
¢ 3 ¢ o 3

bulunur. Buna gore P noktasinin kiiresel koordinatlari P(4,E,Ej olacaktir.

Omek: Kartezyen koordinat sistemindeki denklemi z®=x*+y* olan koni-
nin kiiresel koordinatlar sistemindeki denklemini bulunuz.
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Cozim: x,y,z koordmatlarmmn kiiresel koordinat sistemindeki degerleri
denklemde yerine yazlirsa

p®cos” 0 =p*sin®Ocos® p+p°sin®Osin’ p=p°sin®O
|cos 6] =|sin |
3n

T
0=— veya 0=—
4 Y 4

olur. 6:% koninin iist yarisinin, 6=?%E koninin alt yarismm denklemidir.

Genel olarak, 6=o denklemi ana dogrusu z — ekseniyle o kadar a¢1 yapan
koninin denklemidir.

Ornek: Kiiresel koordinat sistemindeki denklemi p=2 olan yiizeyin kar-
tezyen koordinat sistemindeki denklemini yazmiz.

Cozim: p=2 ise p’=x*+y’+z°=4 olur. Bu yarigapt 2 birim olan mer-
kezcil kiirenin denklemidir.
x x
op 06 dJo sinBcos¢@ pcosBcosp —psinOsine
D(xy.z) |0y o oy

— = —|=|sin0Osin cos Osin sinOcos
D(p.0,9) |Op 0 ¢ )P P ?

oz oz oz cos0 —rsin® 0
o 0 o
olur. Bu determinant agilir ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa
D
Dixy.z) p’sin0
D(p,6,¢)

bulunur. Buna gore;
J:U f(x,y,z)= m f(psinBcos @, psinOsin @, pcos 9)p2|sin 9|dp dodo
D R

olur.

Not: Integrasyon bélgenin bir kiire parcasi halinde kiiresel koordinatlar
kullanmak yararhdir.

5 25va? x2y25-x?-y?

Ornek: 1= I I J.(x2 +y®)dzdydx integralini kiiresel koordinatlara
-a_[o5 52 0

gevirerek bulunuz.

Cozim: Verilen integralin integrasyon bolgesi, 5 yarigaph merkezli kiirenin
st yarisidir.
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Yarim kiire icindeki bir noktanin orijine olan uzakligl1 0 dan 5’e kadar degi-
sebileceginden 0<p<5 dir.

Bir ucu O orijinde ve uzunlugu 5 kadar olan dogru pargasinin z - ekseni ile
yaptigl aginin 6l¢iisii 0 olsun. 0, sifirdan g ye kadar degisirse P dogrusu bir ¢ceyrek

daire kadar tarama yapar. Eger bu ¢eyrek daire z — ekseni etrafindan 2n kadar don-
dirtiirse yani, ¢ sifirdan 2w kadar degistirilirse bir yarm kiire olusur. Su halde
kiiresel koordinatlarin degisim aralklar1

0<p<5, Osesg, 0<@<2n

olacaktir. Buna gore
2n /2 5
1= I J. I(p2 sin” B cos’ ¢ +p” sin® Osin” @)p’|sin 6ldp dO de
¢=0 6=0 p=0
2n /2 5
= [ | [p*sin®0dpdode
»=0 6=0 p=0

2n n/2 5 5

=J. jp—sin39
9=00=0

21 /2
=625j jsin3eded(p

=0 0=0

2n m/2
:625_[ j(1—cosze)sineded(p

»=0 6=0

dodo

0

n/2

2
:625j (—cose+%cos3 Oj do
o=0

0

2n 2

=625| =d
J5d0
=0
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. 250 27
R
500
=—7
3
olur.

2. SILINDIRIK KOORDINATLAR

M(x,y,z)

r<

r
ri
Fs

M1

xyZ koordinat sisteminde bir M(x, y, z) noktasi verilmis olsun. MP noktasi-
nin xy - dik izdiisiimi M1 ve M1 noktasiin xy - diizlemindeki kutupsal koordinat-

lar (r,06) olsun. Buna gére

x=pcoso
y =psin 0
Z=7

olur. Bu doniisiimiin Jakobiyen determinanti

cosO —psin® 0O
Mzsine pcos® 0/ =p
Ap.Bz) 1y 0 1
oldugundan

_m f(x,y,2)= ﬂ] f(pcos6,psin6,z)pdp d6 dz

olur.

Integral bélgesinin bir silindir parcasi olmasi halinde silindirik koordinat-

lar1 kullanmak yararhdir.

2 J2y-y® {xP+y?
Ornek:
0 J2y-y?

¢evirerek bulunuz.

I= I .[ Iz(x2+y2)dzdydx integralini silindirik koordinatlara
0
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Coziim: Integrasyon bolgesi, alttan z=0 olup xy - diizlemi {istten

z=+/x"+y” konisi, yandan x*+(y—1)*=1 silindiri tarafindan smrlanan bolgedir.

z=+/x?+y? ise z=+/p>cos’0+p?sin’0 =p

x> +(y—1)*=1ise x*+y*=2y < p°=2psin® << p=2sin0

olur. Buna gére z=./x*+y* konisinin silindirik koordinatlardaki denklemi z=p,

x> +(y—1)* =1 silindirinin denklemi p=2sin® olur. Bu durumda,
n 2sin0O p
= j j jz.pz.pdzdpde
0=0 p=0 z=0
p

dp do

n 2sin® 3 2

0=0 p=0 0

n 2sin® p5
= e'[o p'[o el dp do
2sin 6

do

T 6

3k

6=0

0
=% [ (sin? 6" do
0=0

T 3
_16 [1—C0829j 46
3 2

0=0

zg I(1—3cos 20+3cos”20—cos’20) dO
0=0

:§(n+0+37n—0]

HACIM HESAPLARI

4.1. Teorem: DcR®, xyz koordinat sisteminde bir bolge ve f de bu bolge
iizerinde sinirli bir f fonksiyon olsun.
f:D->R,z=f(x,y)
lic degiskenli fonksiyonu verilsin. Bu bolgenin hacmi
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Hacim(H) = J.J.J' dzdy dx
dir. ’

ispat: §={D,,D,,.,D,}, D bdlgesinin bir parcalanmass; (x,,y,,z.), Dk nn
herhangi bir noktasi, AV, da Dy bolgesinin hacmi olsun. Eger

lsif(} kZ:;f(Xk V1o Zi JAV,

limiti varsa bu limit Reamann anlaminda integrallenebilmeden f'nin D {izerinde
integralini gosterir.

lim " £(x,,y1,2)AV, = [[[ f(x,y,2)dV
k=1 D

olur. Eger D bolgesinin parcalanmasi koordinat diizlemlerine paralel diizlemlerle
yapilirsa AV, = Ax, .Ay,.Az, olacagindan, yukaridaki integral

ﬂ j f(x,y,z)dx dy dz

biciminde de yazilabilir. Her (x,y,z)eD i¢in f(x,y,z)=1 alndigmda D bdlgesinin
hacmini vereceginden

ELI(}ZI:AV]( = ﬂbj av
ile gosterilir. // Eger,
i) Hacim kiiresel koordinatlarda;
V= j ﬂ p?sin Oldp d6 do
D
i) Silindirik koordinatlarda;

v:ﬁjpdzdpde
D

denklemi ile bulunur.

Ornek: z=5-x*-y* Ve z=4x*+4y* parabolidleri arasmda kalan bdlgenin
hacmini bulunuz.

A2
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Coziim: Verilen bélgenin xy - diizlemi tizerindeki dik izdiisiimi x*+y* <1
dairesidir.

Silindirik koordinatlara gegilirse, x*+y*=p° oldugundan,
vzﬂ]pdzdpde

D
S—p2

jpdzdpde

4p

Il
o5
Ol k. Ok O

5_p2
pz|4pz dpdo

p(5-p*—4p°)dpd6

ct___,;’ ot___,g

I
wul
N
a
°
(3]
|
IR
| I
Q.
D

[=)
N |
(=]

oct—Y
Q.
@]

N
a

D

b=
o
=

Y

N|UT Bl N0

olur.

Ornek: x*+y®+z°=25 Kkiiresinin iginde, 3z°=x*+y* konisinin dismda
kalan bolgenin hacmini bulunuz.

Zh

Coziim: Once koninin kiiresel koordinatlardaki denklemini bulalim.
372> =x* +y° < 3p° cos’ 0 =p’ sin®* Ocos” ¢+ p*sin Bsin® ¢

<3cos’0=sin’0



ve

olur.
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<tan’6=3
<:>tan9=i\/§

<:>6=Eve9=2—n
3 3

2n2n/3 5

V=I J‘ Ipz sin0dp dOdo
0 /30
5

dodo

0

2n2n/3 3
I J. —sin0

0 n/3

:ﬁzfznj/;ine dodo

0 n/3

_£52n

2n/3

0s 6| 3

do

125Id

_is 2n
3 ¢

:2_507-cb3
3

0
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