BOLUM 5
NUMERIK TUREV

5.1 GIRIS

f(x) fonksiyon tablo ile verildiginde veya x ve f(x) arasindaki fonksiyo-
nel bagint1 yeterli kadar karma ise, bu taktirde niimerik tiirev bulma 6nemli
olmaktadir. 1. durumda diferansiyel hesap formiilleri sadece gecgerli degildir.
2. durumda ise bu metotlarin uygulamasi yeterince zor islemler gerektirir. Bu
durumlarda f(x) fonksiyonu yerine j(x) interpolasyon fonksiyonu kullanilir ve
f(x) in tirevinin degeri j(x) in tiirevinin degerine tahmini olarak esit kabul edi-
lir. Tabii ki belli hata olusumunda s6z konusu oluyor. f(x) fonksiyonu

fx) = jx + RX (1)
seklinde ele alinabilir. Burada j(x) interpolasyon fonksiyonu, R(x) ise bu denk-
lemin kalan terimidir. Bu esitligi k defa diferansiyellersek (tiirevlerin mevcut
oldugu varsayilmaktadir)

fOx) =) + RO ) (2)
elde edilecektir. f(x) fonksiyonu yerine j(x) interpolasyon fonksiyonu ele alin-
diginda ortaya ¢ikan R(x) kalan teriminin sonsuz kiiciik oldugu varsayilir. Fa-
kat bu R (x) in de sonsuz kiigiik olacag anlamina gelmez.

Bunu bir 6érnekle izah edelim.

d
y(®) = 3 x(0
olsun. Burada x(t) € C;[a,b] olsun. Bu taktirde x(t) € C,[a,b] olacaktir. Bu
uzaylarin her birinde iki fonksiyon arasindaki uzakligi (normu)

p(x1 (1), x2(D) = r[r;%]X|X1(t)—Xz(t)|
seklinde tanimlayalim. C; uzayinda
x1.(t) ve x, () = x(t) + = sin(n?(x — a))
fonksiyonlarini ele alalim. Bu fonksiyonlar arasindaki uzaklik. Yani

P (D), xz() = max ==

L gin? n(x-a)
n
buiytikliigii biiytik n ler i¢in yeterince kii¢iik yapilabilir. Fakat

y2(8) = S [x(0) + Ssin(n?(x — a))] = y1 (1) + n cos(n?(x — a))
oldugu i¢in



p(1(5),y2(D) = maxjncos’(x-a) =n

olacaktir. Dolayisiyla C; uzayinda ele alalim birbirine yakin x;(t) ve x,(t)
fonksiyonlar verildiginde, onlarin tiirevleri arasindaki uzaklhigin kii¢iik olacagi
sOylenemez.

Tam tersi: istenilen biiyiik sayidan biiytlik yapilabilir. Bu nedenle C, si-
nifinda diferansiyelleme problemi kararlh degildir denir.

TAYLOR SERi ACILIMLARINI KULLANARAK SONLU FARK YAKLA-
SIMLARI

f(x) fonksiyonun tiirevlerinin sonlu fark yaklasimlariyla tiiretilmesi x
civarinda f(x) in ileri ve geri Taylor seri agilimlarindan yararlanarak yapilir. Bu
acilimlar asagidaki gibi yazabiliriz.

2

N SPUT
f(x+h) = f(x) + hf'(x) + 57 f"(x) +

h4
rf"' ) + g f V) + -
h* h? h*
f(x —h) = f(x) —h f'(x) + 57" (0 — 57" () + 77 fV ) +-
2 3
f(x -+ 2h) = £ + 2 /60 + B0 + B g1 + R (Zh) £V () -

(Zh)

2 3
f(x — 2h) = £(x) = 2h £ + G709 - G0 + Bl sV ) 4 -

bu serileri alt alta toplayip ¢ikarirsak asagidaki serileri elde ederiz;

h? h? h®
f(x+h) +f(x—h) =2 [f(x) +orf(0) + Ef(“’) (x) + —f<VI>(x) l
3
f(x+h)—f(x—h) =2 [hf’(x) + %f”’( X) + o f<V>(x) + o f<VH)(x)
f(x + 2h) + f(x — 2h) = 2 If(x) + %f”(x) 4 uf<4>(x) + l

3
f(x + 2h) — f(x — 2h) = 2 lhf(x) # B g 4 GRS (Zh) £5) () + - l

iki serinin toplamlarinda sadece cift mertebeli tiirevler icerirken farklarda ise
sadece tek mertebeli tiirevler icermektedir. Yukaridaki bu denklemlerin ifade-
lerini f(x) in degisik tiirevlerini bulmak i¢cin kullanabiliriz.

MERKEZi FARK TUREV YAKLASIMLARI



f(x + h) — f(x — h) denklemin de f'(x) yalniz birakilirsa

f(x + h) — f(x — h) = 2hf'(x) + 2 l—f”’( ) + f<V>(x) + o f<VH>(x) l

f(x+h)—f(x—h)
2h

£ = f(x+h)2—hf(x—h) ~ % lh 00 + 1

=f'(x) + = [—f”’(x) + —f<V>(x) + —f(VH)(X) ]
h°

f(V>()+ f(VID(x) l

bulunur. Denklemin sadece ilk terim alinirsa,

/() = f(x+h)2—hf(x—h) _om?) 3)

f'(x) icin merkezi fark tiirev yaklasimini elde ederiz.

f(x + h) — f(x — h) denklemin de f " (x) yalniz birakilirsa

h? ht h®
f(x + h) + f(x — h) = 26(x) + 57 £"(x) + 2 lmf(“’) (x) + g f () ..

4 6
£(x + h) + f(x — h) — 2f(x) — 2 I%f(“’) () + 2 VD () l = h?f (%)

hZ
f(x-+h)—2f(x)+f(x—h)
hZ

4 6
f”(X) _ f(x+h)—2f(x)+f(x—h) _ % l%f(IV) (X) + %f{VI) (X) l

—0(h") (4)

f'(x) =

f"'(x) icin merkezi fark tiirev yaklasimini elde ederiz.

f(x + h) — f(x — h) ni —2 ile ¢arpilip denklem f(x + 2h) — f(x — 2h) ile
toplanirsa ve gerekli diizenlemelerde yapilirsa f "' (x),
" f(x+2h)—2f(x+h)+2f(x—h)—f(x—2h

2h3
bulunur.

Benzer tarzda, denklem f(x + h) + f(x —h) denklemi —4 ile ¢arpilip,
f(x + 2h) + f(x — 2h) ile toplanirsa ve diizenlenirse fI) tiirev denklemi
£V ) = O 2) 4 G th) 6 }flglx)—él (O o ()




bulunabilir.

f(x+h) — f(x —h) denklemini —8 ile carpilip f(x + 2h) — f(x — 2h)
denklemi ile toplanirsa ve gerekli diizenlemelerde yapilirsa f '(x),

1) = T2 +8 f(x+}i)2;8 fx—h)—fx=2h) _ 3y

elde edilir.

Ornek: f(x) =sinx fonksiyonunun degerlerinden yararlanarak
h = 0,01 i¢in f'(1) in yaklasik degerini Merkezi fark denklemleriyle bulunuz.
f'(1) = cos1 = 0,540302 tam degeriyle buldugunuz degeri karsilastiriniz.
(Buradaki 1 degeri radyan tiirtindendir.)

Coziim: Once 0(h?) hatasi ile fonksiyonun yaklasik degerini bulalim.

£/(x) ~ f(x+h)2—hf(x—h)

denklemine gore

f(1+0,01)—f(1-0,01)
2:0,01

_sin1,01—sin0,99

- 0,02

= 0,540293

f'(1) ~

bu durumda virgiilden sonra tli¢ basamak icin sonu¢ dogru olmaktadir. Simdi-
de O(h*) hatasi ile fonksiyonun yaklasik degerini bulalim.

£/(x) ~ —f(x+2h)+8 f(X+}1)2;18 f(x—h)—f(x—2h)

denklemine gore

£101) ~ —f(1+2-0,01)+8 f(1+0,01)—8 f(1-0,01)+f(1-2-0,01)
(1)~ 12:0,01
—sin 1,024+8 sin 1,01—8 sin 0,99—sin 0,98
0,12

= —0,540302

bulunur. Burada virgiilden sonraki alt1 basamakta dogru ¢iktig1 goriiliir.



ILERI FARK TUREV YAKLASIMLARI

Merkezi sonlu fark yaklasimlar1 her zaman kullanilamaz. Ornegin n
farkli x4, X5, ... x,, noktalar1 i¢in degerleri verile f(x) fonksiyonunu ele alalim,
merkezi farklarda x in her iki tarafindaki degerlerini kullandigimizdan x; ve x,
noktalarinda ve de uglara yakin diger degerlerde fonksiyonun tiirevlerini bu-
lamayiz. Boyle bir durumlarda x’in sadece bir tarafinin degerlerine ihtiya¢ du-
yariz. Bu tip durumlar igin ileri ve geri fark yaklasimlari gerekecektir. Bastaki
x degerleri i¢in kullanabilecegimiz ileri fark yaklasimlarinin nasil bulundugu-
nu birkaci icin gosterelim.

Yukarida verilen

h? h? h*
f(x+h) = f(x) +h ') + 57" +37f"" ) + 37 f V) + -

Taylor agiligimin da f'(x) yalmz birakilirsa ilk ileri fark yalasimini buluruz

f(x+h)—f(x) _h h?
~ nh

3
! n nr h
/() = 00 = 3rf"'60 = 3£V 00 + -

esitligin sag tarafindaki sadece ilk terimi alirsak

F/(x) = f(x+h})1—f(x)

+ 0(h) (7)

denklemi bulunur. Bu denklem O(h) hatsi ile bulunur, tabii ki O(h?) hatasi ile
bulunan merkezi fark yaklasimlarindan daha saghkl sonu¢ vermez. Benzer
tarzda ikinci turevi bulmak ic¢in, f(x + h) denklemi —2 ile ¢arpilip, f(x + 2h)
denklemi ile toplanip diizenlenirse

_ f(x+2h)—2f(x+h) +£(x)
= h

f"(x) + O(h) (8)

bulunur. Diger ti¢tlincii ve dérdiinci tiirevleri benzer tarzda bulabiliriz.

Daha iyi bir yaklasim saglamak icin O(h?) hatasi ile tiirev denklemlerini
bulalim, bunun i¢in f(x +h) denklemi ve f(x + 2h) kullanarak birinci tirev
elde edelim. Bunun icin f(x + h) denklemini —4 ile ¢arpip f(x + 2h) denklemi
ile toplayalim



3
f(x + 2h) — 4f(x + h) = —3f(x) — 2h f'(x) + %f’”(x) + oo

daha sonra,
3
£(x) = —f(x+2h)+42f}§x+h)—3 fx) %f"'(x) 4o
, —f(x+2h)+4f(x+h)—3f(x
f (X) — ( ) 215 ) ( )+ O(hZ) (9)
elde edilir.

Benzer sekilde Taylor serileri acilimlarini kullanarak diger tiirev ifade-
lerinin esitlerini de bulabiliriz. Ornegin f(x + h), f(x + 2h) ve f(x + 3h) Taylor
agihmlarindan f"'(x) i; f(x + h), f(x + 2h), f(x + 3h) ve f(x + 4h) Taylor agilim-
larindan yararlanarak da f "'’ (x), v.s buluruz.

Ornek: f(x) =sinx fonksiyonunun degerlerinden yararlanarak
h = 0,01 i¢cin f'(1) in yaklasik degerini ileri fark denklemleriyle bulunuz.
f'(1) = cos 1 = 0,540302 tam degeriyle buldugunuz degeri karsilastirin. (Bu-
radaki 1 degeri radyan tiiriindendir.)

Coziim: Once O(h) hatast ile fonksiyonun yaklasik degerini bulalim

f(x+h)—f(x)
h

f'(x) =
£/(1) = f(1+0(,)001%—f(1) _ sin 1,310—1 sinl _ 0,536086

virgiilden sonra tek basamak icin sonu¢ dogrudur. Bu O(h) hatasi ile degerleri
bulmamizdan kaynaklanmaktadir, zaten merkezi farktaki O(h?) hatasindan
daha iyi bir sonucun ¢ikmasi pek miimkiin olamaz.

Simdide O(h?) hatasi ile fonksiyonun yaklasik degerini bulalim

, —f(x+2h)+4 f(x+h)—-3 f(x)
P9 = o
, —f(14+2-0,01)+4 £f(14+0,01)—3 (1)
F) = 20,01
_ —sin1,02+4sin1,01-3sin 1
- 0,02

=05

bulunur. Bu degerde merkezi fark formiillerinden daha iyi bir deger degildir.



GERi FARK TUREV YAKLASIMLARI

ileri fark yaklasimindaki benzer yaklagimlar burada da gegerlidir. Geri
fark tiirev yaklasimlari da (x,,) ve ona yakin degerlerin tiirevlerini bulmak i¢in
kullanilir. f(x — h) denklemin de f'(x) yalniz birakilirsa

F/(x) = QIO o)
bulunur. f(x — h) denklemi ve f(x — 2h) denklemi kullanilarak
£/(x) = f(x)—Zf(x—};)+f(x—2h) +0(h)

h
bulunur. Benzer islemlerle diger tiirev esitlikleri asagidaki tabloda verilmistir.

Ornek: f(x)= j sinx dx integralinin degerini fonksiyonunun degerle-
0
rinden yararlanarak h = 0,01 i¢in f'(0,5) in yaklasik degerini geri fark formtil-

leriyle bulunuz. f'(0,5) = —sin 0,5 = —0,479426 tam degeriyle buldugunuz
degeri karsilastiriniz.

Cozim: Once O(h) hatasi ile fonksiyonun yaklagik degerini bulalim.

f1() ~ QMG

denklemine gore

f(0,5)—f(0,5-0,01) _ cos 0,5—cos 0,49 _
0.01 = 0,01 = —0,475029

£(0,5) ~

bu degerde virgiilden sonra iki basamak i¢in sonu¢ dogrudur. Bu O(h) hatasi
ile degerleri bulmamizdan kaynaklanmaktadir, zaten merkezi farktaki O(h?)
hatasindan daha iyi bir sonucun ¢ikmasi pek miimkiin olamaz. Simdide O(h?)
hatasi ile fonksiyonun yaklasik degerini bulalim.

£) ~ f(x—2h)—4£(}>l<—h)+3f(x)

denklemine gore

£(0,5—2:0,01)—4 £(0,5—0,01)+3 £(0,5)

£7(0,5) » 50,01




cos 0,48—4-cos 0,49+3-cos 0,5
0,02
= —-0,479441

bulunur. Bu degerde merkezi fark formiillerinden daha iyi bir deger degildir.

=
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