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3. BOLUM
NUMERIK LINEER DENKLEMLER

GIRIS

Bu boliimde lineer cebir derslerin de bazi ¢6ziim yontemleri anlatilan n bi-
linmeyenli n lineer denklem sistemlerinin niimerik ¢6ziimlerini konu edinecegiz.
Lineer denklem sistemleri, bazi miihendislik ve fen bilimleri problemleri, yani
sira, is ve ekonomi problemlerinin matematiksel bazi uygulamalarinda uygulan-
maktadir.

Lineer denklemlerin bir sistemi
a;;X; +a;,X, +.+a,;,X, =b,

a, X, +a,X,+..+a, X, =b,

a,X,+a,X,+.+a,x,=b,

bi¢imindedir. Burada a; katsayilar1 ve b, sabitleri bilinenler ve x; bilinmeyenleri

temsil etmektedir. Matris formunda

a; a;, - ap,l|lx b,
Ay Ay e Ay, || Xy | b,
a, a, - a,]|/x, b,

biciminde yazabiliriz. Lineer Cebir derslerinde denklem sistemlerinin ters matris,
Cramer ve Echelon form yontemleriyle ¢6ziim yontemleri verildi. Bu bdliimde n
bilinmeyenli n tane denklemin ¢6zim vektoriinii dolayli yoldan, yaklasik olarak
bulabilmek ic¢in iki yeni yontem verecegiz.

1. JACOBI ITERASYON YONTEMI

Lineer denklem sistemlerinin ¢6ziimiinde denklem sistemi oldukc¢a biiyiik
ise Matris islemleri kullanilarak yok etme metotlarinin kullanilmasi yapilan temel
aritmetik islemlerin ¢oklugundan dolay1 tercih edilmezler. Bu durumda iterasyon
yontemleri tercih edilir. Yontemde coziimlere bir baslangic tahmininde bulunulur
ve denklemlerde yerine konularak yeni tahmin degerleri bulunur. Islemler bir
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birini takip eden yaklasik degerler arasinda mutlak fark cok kii¢iik oluncaya kadar
devam eder.

Bu yontem ayni zamanda es zamanli olarak yer degistirme ydntemi olarak
bilinir. Basit ve anlasilabilir olmasi agisindan denklem n = 3 alalim, yani t¢ bilin-
meyenli li¢ denklem sistemini ele alalim.

3.1. Teorem (Jacobi Yontemi):
a;,X; +a,X, +a;X; =D,
X, T8,,X, T3,3%; =D,
31X, T33,X, +35;X; =D,
lineer denklem sistemi olsun. Burada a,;, a,, ve a,; Kkatsayilar ilgili denklemle-

rin en biiyiik katsayilar1 oldugunu varsayalim, bu varsayim yontemin ¢oziilebilir-
lik ya da yakinsama sartidir. Buna gore,

s > 2| +laus|
22| > [a1 + 23|
s3] > | +[as
denklemlerinin saglanmasi olsun. Bu denklem sistemininin ¢oztimii

1
(n+1) _ (n) (n)
X3 - (b1_alzxz —3d;3X;3 )
a4

1
X(zml) =—;(b, —321X(1n) _azgxgn))
a22
(n+1) _ 1 b (n) (n)
X; o =——(by—ayX;" —a5,X; ")
33
seklindeki itarasyon dizisi lineer denklemin ¢6ziim kiimesini verir. Burada iistel
(n) gosterimi n-inci iterasyondaki degerini belirtmektedir. Ustiin (0) olmasi du-
rumu X, -lerin baslangi¢ degerini ifade etmektedir.

Bu teoremin ispati asikar oldugundan ispat edilmemistir.

Yukaridaki iterasyon semasimi (NxN) lik bir sisteme genellestirirsek
denklem:

1 i—1 N

1 .

xg‘”):a— b, — E ax™M+ E ax™ (b, 1=12,.,N
i} <

ii j=i+1

ile verilir.

Ornek:
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8x+2y+3z=30
x-9y+2z=1
2x+3y+6z=31
lineer denklem sistemini Jakobe iterasyon yontemiyle bulunuz.

Coztm: Yukaridaki denklem igin
81>[2/+8
9>+
6>[2+3
sartlar lic denklem icinde saglamaktadir. Buna gore;

xM = %(SO—Zy(“) -3z)
(n+1) _ 1 (n) (n)
yr = 5 (—1+x"™+2z")

z"Y =%(3 1-2x™ -3y™)

baslangi¢ sart1 énceden verilmediginden x® =1, y(o) =1, z” =1 olsun.

1. Adim:
e =%(30—2y(0) _ 3,00 =%(3o—2.1—3.1) ~3125

y® =%(—1+x(°) +22(0))=%(—1+1+2.1)=0,222222222

z™M :%(31—2%03 —3y“”)=%(31—2.1—3.1) =4,333333333

2. Adim:
x? :%(SO—Zy(” —32(”):%(30—2.0,222222222—3.4,33333333:2,069444444

y@ =%(—1+x(1)+22(1))=%(—1+3,125+2.4,333333333=1,199074074

1 1
z? =g(31—2x“) —3y“))=6(31—2.3,125—3.0,22222223:4,013888889

3. Adim:
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x® =%(30—2y(2) —3z%) = %(30—2.1,199074074—3.4,013888889 =1,945023148

y® =%(—1+X(2) +22%) =%(—1+2,06944444+ 2.4,01388889=1,01080246¢

7 :%(31—2%2) —3y[2)):%(31—2.2,06944444—3.1,1990740719:3,8773 14815

4. Adim:
x :%(SO—ZyB) —32(3))=%(30—2.1,010802469—3.3,877314813=2,043306327

y® =%(—1+xt3) +228%) =%(—1+1,945023148+ 2.3,877314819=0,96662808€

z™ :%(31—2x(33 —3y¥) :%(31—2.1,945023148—3.1,010802469 =4,012924383

5. Adim:
x®) =%(30—2y(4) —3z") =%(30—2.0,966628086—3.4,012924383 =2,003496335

y® =%(—1+x(‘” +2z) =%(—1+2,043306327+ 2.4,012924383=1,00768399

z® :%(31—2%‘” —3y") :%(31—2.2,043306327—3.0,966628086 =4,002250514

x~2,y=1lz=4
EXCEL PROGRAMI

8x+2y+3z=30
Xx—9y+2z=1
2x+3y+6z=31
lineer denklem sistemini Jakobe iterasyon yontemi 1. adim

x : fx =(30-2*D10-3*E10)/8
y: fx =(-1+C10+2*E10) /9
z: £ =(31-2*C10-3*D10) /6
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L36 - Jx

A B C D E
1
19 gt = 2 (30 —2y™ —320)
20 8
= (1) _ 1 (n) (n)
- y = a(—1 + x4+ 2z
23 1
(n+1) _ (n) (=)
zZ =—(31-2x""'-3
o 6 ( y)
25 X y z
26 0. adim 1 1 1
27 1. adim 3,125 0,222222222  4,333333333
28 2.adim 2,069444444  1,199074074  4,013888889
29 3. adim 1,945023148 1,010802469  3,877314815
30 4. adim 2,043306327 0,966628086  4,012924383
31 5. adim 2,003496335 1,007683899  4,002250514
32
Ornek:
5x+2y+z=12
X+4y+z=12
2x+y+4z=16

lineer denklem sistemini Jakobe iterasyon yontemiyle bulunuz.

Cozim: Yukaridaki denklem ig¢in
5> [2/+[1
41> [t
41> 21+ [1

sartlar li¢ denklem iginde saglamaktadir. Buna gore;

X(n+1) — 1 (1 2_ Zy(n) _ Z(H))
5
y(n+1) — %(1 2_ X(n) _ Z("J)

L) _ i(16— 2™y

baslangi¢ sarti 6nceden verilmediginden x’ =1, y

1. Adim:

(0) _

xM :%(12—2y(°) —z(o)):%(12—2.1—1):1,8

® =1, 2 =1 olsun.
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y =%(12—x(°) —z(°))=%(12—1—1) =25

20 22(16_2%0) ) =%(16—2.1—1)=3,25

2. Adim:
x@ :%(12—2y(1) —z) :%(12—2.2,5—3,25) =0,75

y? :%(12—%” —z“)):%(12—1,8—3,25):1,7375

z®? =%(16—2x(1) —y(”)=%(16—2.1,8—2,5) =2,475

3. Adim:
x® :%(12—2y(2) -z%)) :%(12—2.1,7375— 2,475)=1,21

y® :%(12—)&2) —-z?) :%(12—0,75—2,475):2,19375

z® :%(16—2)((2) —y*) :%(16—2.0,75—1,7375)23,190625

4. Adim:
x® :%(12—2y(3) —z¥) :%(12—2.2,19375—3,190625) =0,884375

y™® :%(12—)&3) —z%) :i(12—1,21—3,190623 =1,89984375

zY :%(16—2)((3] —ym):%(16—2.1,21—2,19375):2,846525

5. Adim:
x5 =%(12—2y(4) —z(‘”) = %(12—2.1,89984375—2,8465623 =1,07075

y® :%(12—%‘” —z™) :%(12—0,884375—2,8465623 =2,0672656%5

z” :%(16—2)((‘” —y(‘”):i(16—2.0,884375—1,89984373 =3,08285156

EXCEL PROGRAMI



www.matematikl.com 7

5x+2y+z=12
X+4y+z=12
2x+y+4z=16

lineer denklem sistemini Jakobe iterasyon yontemi 1. adim

x : fx (12-2*D26-E26) /5
y: fx =(12-C26-E26) /4
z: £ =(16-2*C26-D26) /4

x~1,y=2z=3

18
19
20
21
22
23
24

25
26
27
28
29
30
31
32

Al B C D E F
o) :é[lz _oytn) ey

1
o) = L g0y _ 0y

3
2o =L g6 op_ ey

4

X y z

0.adim 1 1 1
1. adim 1,8 2,5 3,25
2.adim 0,75 1,7375 2,475
3.adim 1,21 2,19375 3,190625
4. adim 0,884375  1,89984375  2,8465625
5. adim 1,07075  2,067265625  3,082851563

2. GAUSS-SEIDEL YONTEMI

Bu yontem Jacobi iterasyon yontemiyle hemen hemen aynidir. Aralarinda-
ki fark (n + 1) inci degeri bulunan bilinmeyenler hemen kullanilir.

3.2. Teorem (Gauss-Seidel Yontemi): 3.1. Teoremdeki biitiin sartlar sag-

lanmis olsun.

X

X

X

1
(n+1) _ (n) (n)
1 = (b, —a;,x;" —a,5X;3 )
a4

1
(n+1) __ (n+1) (n)
2 = (b, —a,x; ' —a,x;")
ay,

1
(n+1) __ (n+1) (n+1)
3 = (by—azx;" —agx; )
dz3
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bicimindeki itarasyon dizisi lineer denklemin ¢o6zlim kiimesini verir. Burada go-

(n+1)
1

degeri kullanilmistir, li¢lincii denklemde birinci ve ikinci denklemlerde hesaplana
x{"D ve x(™V degerleri kullanilmigtir.

rildigi gibi ikinci denklemde x, yerine birinci denklemden hesaplanan x

Bu teoremin ispati asikar oldugundan ispat edilmemistir.

a;;, a,, Ve a,; Katsayilarini, Jacobi iterasyon yonteminde oldugu gibi ilgili

denklemlerin en biiylik katsayilar1 oldugunu varsayiyoruz, bu varsayim yontemin
¢ozilebilirlik ya da yakinsama sartidir. Yani;

[y, > (2| +ayy|
[az,]>[az| +[a;s
23] >[az,] +[as,]

denklemi saglanmasi durumunda gegerlidir.

Gauss-Seidel iterasyon yonteminin (NxN) lik bir sistem ve xi bilinmeyen-
leri icin iterasyon denklemi:

1 i—1 N
(n+1) __ (n+1) (n) s
X; ' =—1b, - E ax; o+ E a;X; , i=1,2,. N
=1

Ay j=itl

ile verilir.

Ornek:
8x+2y+3z=30

x-9y+2z=1
2x+3y+6z=31
lineer denklem sistemini Gauss-Seidel yontemiyle bulunuz.

Coziim: Yukaridaki denklem igin
8>[2/+8
=9~ [+
6 >[2+3
sartlar li¢c denklem icinde saglamaktadir. Buna gore;

X" = %(BO—Zy[“) -3z")

y(n+1) — %(_1 + X(n+1) + ZZ(n))
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Z(n+1) — %(3 1 _ 2X(n+1) _ 3y(n+1))

baslangic sart1 6nceden verilmediginden x® =1, y(o) =1, z” =1 olsun.

1. Adim:
x :%(SO—Zy(O) -3z%) :%(30—2.1—3.1) =3,125

yW :%(—1+x“) +22) :é(—l+3,125+2.1)=0,458333

z™ =%(31—2X(1) -3y :%(31—2.3,125—3.0,458333) =3,895833

2. Adim:
xt :%(30—2y“) —3zM) :%(30—2.0,458333—3.3,895833 =2,174479

y? :%(—1+X(2] +2z) :%(—1+2,174479+ 2.3,895833)=0,996238

z®? :%(31—2)&2) —3y®)= %(31—2.2,174479—3.0,996238) =3,943721

3. Adim:
x® =%(30—2y(2) —32(2))=%(30—2.0,996238—3.3,94372 1)=2,022045

y® :%(—1+x(3) +2z%) :%(—1+2,022045+ 2.3,9437217)=0,989943

z® :%(31—2& —3y®)= %(31—2.2,022045—3.0,989943) =3,99768

4. Adim:
xt¥ =%(30—2y(3) —3z%) =%(30—2.0,989943—3.3,99768) =2,003384

y™ =%(—1+x(‘” +Zz(3))=%(—1+2,003384+ 2.3,99768)=0,999861

z™ :%(31—2#‘” —3y") :%(31—2.2,003384—3.0,999861) =3,998942

5. Adim:
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x®) = %(30—2y(4) —3z%) :%(30—2.0,999861—3.3,998942) =2,0004317
y® =%(—1+x(5) +22(4))=%(—1+2,OOO4317+ 2.3,998942=0,999128

z® =%(31—2x(5) —3y®) =%(31—2.2,00004317—3.0,999128)=3,9999497

x~2,y=1lz=4
EXCEL PROGRAMI

8x+2y+3z=30
x-9y+2z=1
2x+3y+6z=31
lineer denklem sistemini Gauss-Seidel yontemi 1. adim

x : fx =(30-2*D10-3*E10) /8
y: fx =(-1+C11+2*E10) /9
z: £y =(31-2*C11-3*D11) /6

A B C D E F

1
3 X = 2 (30 -2y ™ 32
4 8
5 y(n+1.] :l(—l 4 x(n+1) +22(n]]
6 9
I (1) 21(31_2x(n+11_3y(n+1)]
8 6
9 X y z
10 0. adim 1 1 1
11 1. adim 3,125 0,458333 3,895833
12 2. adim 2,174479 0,996238 3,943721
13 3. adim 2,022045 0,989943 3,99768
14 4. adim 2,003384 0,999861 3,998942
15 5. adim 2,000432 0,999813  3,99995
16
Ornek:
5x+2y+z=12
X+4y+z=12

2X+y+4z=16
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lineer denklem sistemini Gauss-Seidel yontemiyle bulunuz.

Coztim: Yukaridaki denklem igin
5/>[2/+[1
4> 1]+ [
41> 2|+
sartlar lic denklem icinde saglamaktadir. Buna gore;

L) %(12_ 2y _ )
(n+1) __ 1 (n+1) (n)
y = (12—x"" =z

L) _ %(1 6— 25D _ y(n+1))

baslangi¢ sart1 énceden verilmediginden x@ =1, y” =1, z” =1 olsun.

1. Adim:
x™ =1(12—2y(°) —z!9) =%(12—2.1—1)= 1,8

“J— Laz- x! Z(O))=%(12—1,8—1)=2,3

z :2(16—2x(“ -y :%(16—2.1,8—2,3) =2,525

2. Adim:
xt? =1(12—2y<” —z(”)=%(12—2.2,3—2,525)=0,975

(21— 12 x® — 7 1 12-0,975-2,525)=2,125
4

z? =Z(16—2x(2] —y(z))=i(16—2.0,975—2,125)=2,98125

3. Adim:
x® =1(12—2y(2) —z(z))=%(12—2.2,125—2,98125) =0,95375

(3)— (12 x8 Z(Z)):%(12—0,95375—2,98125):2,01625

z® :Z(16—2x(3) -y :%(16—2.0,95375—2,01625) =3,0190625
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4. Adim:
x :%(12—2y(3) —z%) :%(12—2.2,01625— 3,0190625=0,9896275

y™ :%(12—#) —2(3)):%(12—0,9896275—3,0190623:1,9978125

z™ :%(16—2)(“‘) -y :%(16—2.0,9896275— 1,9978125=3,0057031

5. Adim:
x®) :§(12—2y(4) —z™) :%(12—2.1,09978125—3,005703D: 0,9997344

y® :%(12—%5) —z")= %(12—0,9997344—3,0057031) =1,9986406

7® :%(16—2)((5) —y(s)):%(16—2.0,9997344— 1,9986406=3,0004727

EXCEL PROGRAMI

5x+2y+z=12
X+4y+z=12
2x+y+4z=16
lineer denklem sistemini Gauss-Seidel yontemi 1. adim

x : fx (12-2*D26-E26) /5
y: f =(12-C27-E26) /4
z: £ =(16-2*C27-D27) /4

x=1,y=2z=3

12
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A B C D E F

18 x0 = L g oy _ymy
19 5
i? y ) :%(12 _x(=1) )
ig Z(n+1) — %(16—2}{(”” _y(n+1J]
24
25 X y z
26 0. adim 1 1 1
27 1. adim 1,8 2,3 2,525
28 2.adim 0,975 2,125 2,98125
29 3. adim 0,95375 2,01625 3,019063
30 4. adim 0,989688 1,997813 3,005703
31 5. adim 0,999734 1,998641 3,000473
32
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