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1. BOLUM
HATA ANALIZI

GiRiS

Niimerik Analiz (diger tabirle Sayisal yontemler), matematiksel modelle-
meler (cebirsel denklem, trigonometri, logaritma, limit, tiirev, integral, lineer ce-
bir v.s.) sayilar1 kullanarak yaklasik olarak ¢6zme tekniklerinin adidir. Niimerik
Analizin amaci, bu modellemeleri ¢esitli yaklasim metotlariyla say1 degerleri
(niimerik degerleri) elde etmeye calismadir. Boylece basta bilgisayar olmak iizere

pek c¢ok elektronik esyaya sayilarin programlarinin yapilmasini saglar. Mesela V2
sayisinin degerini bir hesap makinesi algoritmasi niimerik analizde anlatilan yon-
temlerle yapilmasi daha kolay olmaktadir.

NUMERIK HATA KAVRAMI

Niimerik analizde bir takim yaklasim metotlar1 verilecektir. Bu yaklasim
metotlarin verdigi sonuclar sayilar ile ifade edildiginden gercek sonuclar ile karsi-
lagtirlldiginda hatalar barindirir. Coéziimlerin kullanilabilirligi i¢in bu hatalarin
biiylikliigli 6nemlidir. Hatalarin biyiikliigiinii iyi analiz edebilmek icin hata kav-
ramint sistematik bir sekilde ele alacagiz.

1.1. Tamim: Yaklasik bir degerin gercek deger ile arasindaki farkina niime-
rik hata veya ger¢cek hata denir. Matematiksel model olustururken yapilan basit-
lestirici kabullerin yol actig1 hatalar da bu tamima ilave edilebilir.

1.1. Aksiyom: Gergek deger p, yaklasik deger p,, gercek hata E, ile goste-
rilmek tizere;
Et :|p_p1|
seklindedir. Burada E (eror) hatay1 t (true) ise bu hatanin gercek deger kullanarak
hesaplandigini gosterir.

Ornek: Bir 6grenci 123 m? lik alanin él¢iimiinii yapan bir stajyer 6grenci
122 m? olarak elde ediyorsa

E, =[p-py|=[123-122=1 br
lik bir hata tespit etmistir.

1.2. Tanmim: Bir hatay1 ytizdelik olarak elde etmeye bag hata denir.
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1.2. Aksiyom: Gergek deger p, Yaklasik deger p,, Bagil hata ¢, ile goste-

rilmek tizere;
P—D,

, (p=0)

seklindedir.

Ornek: Bir smavda 35 soru vardir. Bu sorularin 24 sini dogru yapan ada-
yin bagil hatasim1 bulunuz.

35-24

Cozim: g, :| |:0,31 yani %31 dir.

Ornek: 80 cm olarak yapilmasi gereken bir duvarin uzunlugunu insaat
miihendisinin 6l¢ilmesi sonucu 78 cm oldugu tespit edilmistir. Bu verilerdeki
gercek hatay1 ve bagil hatay1 bulunuz.

Coziim: Duvardaki gercek hata
E,=80-78=2cm
Bagil hata ise

_ 80-78 0,025

&

%2,5
dir.

ITERASYON

Matematiksel bir denklemi veya matematiksel bir modellemeden sonugclar
elde edebilmek icin ayni denklem veya modellemeyi birden fazla uygulamaya ite-
rasyon adi verilir. Iterasyondan amag, artarda degerler verilerek daha saglikh
yaklasimlar bulmaktir. Bu gibi durumlar icin, hata genellikle o andaki yaklasik
deger ile bir 6nceki yaklasik deger arasindaki fark olarak tahmin edilir.

1.3. Tammm: Ilk terim herhangi bir reel deger olmak iizere, tamm kiimesi
bir onceki goriintiiden olusan dizilere iterasyon denir. Yani (a,) herhangi bir dizi
ise iterasyonun genel terimi

Sh = Ano(n-1)o..030201

bicimindeki dizilerdir. O halde iterasyon terimlerin bileskelerinin olusturdugu
ozel bir dizidir.

Ornek: a, =3 ve genel terimi a, =2nolan bir dizinin iterasyonun 5. Te-
rimi (adimini) bulunuz.
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Cozim: s, =a, =3

S, =a,°a; =(2n)°(3)=6

S; =az°0a,°ca, =(2n)e(2n)o(3)=12

S, =a,cazca,°a, =(2n)o(2n)o(2n)-(3)=36

Sy =agca,cazca,oca,; =(2n)o(2n)o(2n)o(2n)-(3)=108

1.2. Aksiyom: Mevcut yaklagsik deger p,, onceki yaklasik deger p, ,, yak-
lagik bagil hata ¢, ile gosterilmek tizere;

Pi —Pi

pi

e =

a

,  (p;#0)

seklindedir.

Hata analizi yapildiginda hatanin pozitif ya da negatif ¢ikmasi 6nemli de-
gildir. Daha ¢ok hatanin tolere edilebilecek miktarda olmasi 6nemlidir. Tolere
edilebilecek hata yaklasik bagil hatadan mutlak degerce kiiciik olmalidir. Yani
€, <g¢, olmahdir. Bu durum s6z konusu oluncaya kadar hesaplamaya devam edi-

lir.

Ornek: e”° =1,6487.. oldugunu bilinmektedir.
. 2 3 Xn
e =1+Xx+—+—+.+—+.
2 3! n!
Taylor polinomu kullanarak €, <g, oluncaya kadar iterasyon uygulayiniz.

Cozim:
1. adm: e* ~1 icin ™ ~1 olup
£, _[popi] 1’6487_1|=0,3935
| p, 1,6487 |

%39,35 bagil hata vardur.

2.adm: e* #1+x icin €”° ~1+0,5=1,5 olup

6 = 1,6487-1,5 00902
1,6487
%9,02 bagil hata vardir. Buna gore
g, = P —Pus| _ 5213333
P | |15 ]

% 33,33 yaklasik bagil hata vardir.
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2

X 0,5°
3. adim: exz1+x+5 icin e ~#1+0,5+—

2!

1,6487-1,625

16487 |
%1,44 bagll hata vardir. Buna gore
p,—P.| [1625-15
“lop | 1625 |
% 7,69 yaklasik bagil hata vardur.

€

0,0144

t

€

=0,0769

2 3

0,5*
4. adim: e* z1+X+§+§ icin €”° #1+0,5+

2!

1,6487-1,6458
16487 |
%0,18 bagll hata vardir. Buna gore
p,—P.| |1,6458-1,625
p. | | 16458 |
% 1,26 yaklagik bagil hata vardir.

€ 0,0018

t

€

a

0,0126

2 3
5. adim: e* z1+x+—'+

4
§+Z 1¢In

e’ ~1+0,5+

2 3 4
0’5' +0,5| +0,5| =1,6484 olup

L6487—1ﬁ484L:Q00018
1,6487
%0,018 bagil hata vardir. Buna gore
p,—p.| |16484-1,6458
D, 16484 |
% 0,157 yaklasik bagil hata vardir.

€

t

€

a

0,00157

2 3

x X
6.adm: e’ ~1+xX+—+—+—
20 3 4

2 3 4 5
0’5; + 0.5 + Of! ++% =1,6485 olup
1,6487-1,6485
1,6487 |
%0,012 bagil hata vardir. Buna gore

4+X5 o
— 1CIn
5 ¢

e” ~1+05+

0,00012

8t=|

+

=1,625 olup

3
0;35' =1,6458 olup
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. _|pi=pia|_ 1,6485—1,6484|:O‘00006
e 16485 |

% 0,006 yaklasik bagil hata vardir.

6. adimda yaklasik bagil hata %0,006, bagil hatadan %0,012 den kiiciik
kalir. Buna gore su tablo cizilebilir.

Adimlar Sonuc €

t ga
1. 1 %39,35 | -
2. 1,5 %9,02 %33,333
3. 1,625 %1,44 %7,69
4, 1,6458 %0,18 %1,26
5. 1,6484 %0,018 | %0,157
6. 1,6485 %0,012 | %0,006

HATAYA YOL ACAN DURUMLAR

1. Yuvarlama Hatalar

T, €, J2 gibi irrasyonel sayilarin virgiilden sonraki terimleri sonsuza gider
ya da sabit sayida anlamli basamak yazilamaz. Bundan dolay:1 bilgisayarda tam
olarak ifade edilemezler. Ayrica bilgisayarlar binary (2 tabanli) gosterim kullan-
diklarindan bazi decimal (10 tabanli) sayilar1 da hassas olarak ifade edemezler.
Anlaml basamaklarin bu sekilde ifade edilmesinden dolay1 olusan farka yuvarla-
ma hatasi denir.

2. Kesme Hatalari

Sayisal islemlerde kullanilan sonsuz seriler, belli bir yerde kesilip geri ka-
lan terimlerinin atilmasi biciminde kullanilir.

Ornek:
. 2 3 Xn
e =1+x+—+—+.+—+.
2 3! n!
serisinden e** degerini elde etmek istedigimizde sonsuz seriyi alamayacagimiz-
dan belli sayida terim alinip geri kalani atmamiz gerekir. Sayisal yontemlerde bu
tlr hatalara kesme hatasi denir.
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0,5

Ornek: J. cosx dx integralini hem gercek degerini bulunuz, hem de Taylor
0

polinomu (Maclaurin serisi) 4 terim alarak elde ediniz. Iki islem arasindaki hata
miktarini bulunuz.

Coziim: Once gercek degerini bulalim.
0,5
Icos x dx = sin x|2'5 =sin0,5=0,008727
0

Simdi Taylor polinomunu kullanalim
2 4 6

X' X
cosx=1-—+——-——+
20 4 6l
0,5 0,5 2 4 6
jcosxdx=j 122 X dx+K, (x)
0 0 20 4 ol
3 5 7 0.5
Sx XX X K, (x)
6 120 1008)
3 5 7
20’5_0,5 +0,5 _ 05 K. (x)

6 120 1008
=0,479419+K, (x)
bulunur. Buna gore hata miktari

K. (x)= 0,4-79419—0,008721 =0,470692

olur.

3. Veri ve Formiilasyon Hatalar1

Bu durumlar matematiksel modellemeyle ilgilidir. Modelin dayandig fizik-
sel verilerin belirsizli§i nedeniyle analizde bazen hatalar olusur. Ornegin; diisen
bir cisim modelinin denemek i¢in bir cismi defalarca belli bir yiikseklikten atarak
belirli bir zaman sonra diisme hizin1 dl¢tiigiimiizde, bu 6l¢timlerde mutlaka belir-
sizlik olacaktir, ¢inkii cismin bazi diismelerinde digerlerine gore daha hizli ola-
caktir. Bu gibi durumlara veri ve formiilasyon Hatalar1 denir.

BILGISAYAR ARITMETIGI
Binary (iki Tabanli) Makine Sayilar1

Bilgisayarda tamsayilar ikili say1 sistemi kullanilarak ifade edilirler. Bura-
da onemli olan bir nokta, sayilarin ifade edilmesinde kullanilan bit sayisinin, gos-
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terilebilecek maksimum tamsay1 degerini kisitlamasidir. Ornegin 32 bit kullanila-
rak yazilabilecek en biiyiik say1 2*°* =4294967296 olmaktadir. Eger bu 32 bitin
bir  tanesini isaret i¢in kullanarak sayiy1 ifade etmeye kalkarsak
2°*1=2147483648 degeri elde edilecektir. Eger tamsay1r gosteriminde isaret

biti kullaniliyorsa isaretli tamsayi, kullanilmiyorsa isaretsiz tamsayi adini alir.
Tamsay1 gosteriminde limitler asilirsa tasma problemi ile karsilasilir.

Reel sayilarin gosterimi icin say1 sistemleri kullanilabilir olsa da bilgisa-
yarda ¢ok kiiciik ve ¢ok biiylik reel sayilarin gosteriminde kayan nokta sayilari
kullanilir. Kayan nokta sayilari, bir say1 ile o sayinin 10'un bir kuvveti ile carpimi
seklinde kullanilan bilimsel notasyona ¢ok benzer. Giinlimiizde kayan nokta sayi-
larinin gosteriminde yaygin olarak kullanilan yontem IEEE 754 kayan nokta arit-
metik standardidir.

64 bit (ikili dijit) bir reel sayiy1 gostermek icin kullanilsin. s ile gosterilen
ilk bit sayinin isaretini ifade eder ve 1 ya da 0 degerini alir. Burada 1 sayinin nega-
tif, 0 ise pozitif oldugunu gosterir. s'yi 2 tabaninda yazilan, c ile gosterilen ve ka-
rakteristik ad1 verilen 11 bitlik (st takip eder. c’nin ardindan ise %2 tabaninda ya-
zilan, f ile gosterilen ve mantis adi verilen 52 bitlik kisim gelir. Bu sistem kullana-
rak

(-1)°2°°%(1+1)
formunda kayan nokta sayilar elde edilir.

Kayan nokta gosterimi, hem kesirlerin hem de ¢ok biiytlik sayilarin bilgisa-
yarda gosterilmesine olanak tanir. Ancak bazi sakincalar vardir. Ornegin, kayan
nokta sayilar1 tamsayilara gore daha fazla yer tutar ve islemler daha uzun siirer.
Daha da onemlisi, mantis sadece sonlu sayida anlamli basamak tutabildiginden,
bir hata olusturur. Boylece yuvarlama hatasi ortaya ¢ikar.

Ornek: Asagidaki makine sayisi gbz 6niine alinsin:

0 10000000011 10111001000100000000000000000000000000000000000000
00.

En soldaki bit s=0 oldugundan verilen sayinin pozitif oldugu sonucu elde
edilir. Sonraki 11 bit 10000000011, sayimnin karakteristigidir ve ondalik olarak

c=12"+02°+02%+0.2" +0.2° +0.2° +0.2* +0.2* + 0.2 +1.2' +1.2' =1027

sayisina esittir. Dolayisiyla sayinin iist kismu 2'%77'°** =2* =16’dir. Son olarak 52
bitlik mantis kismi

) o] ) ) ) )

seklinde yazilir. Sonug olarak verilen makine sayisi tam olarak
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(_1)52C71023(1+f):(_1)021027—1023 1+ 1+l+i+i+i+L
2 8 16 32 256 4096

=27,56640625
ondalik sayisina esittir. Diger taraftan yukarida verilen makine sayisindan bir
kiigiik say1

0 10000000011 10111001000011111171711171111771111117171111111111111
111

ve bir biiyiik say1

0 10000000011 1011100100010000000000000000000000000000000000000
001

dir. Buna gore bizim orijinal makine sayimiz sadece 27,56640625 degerini gos-
termekle kalmayip yukarida verilen kendisinden bir biiylik ve bir kiigiik sayinin
isaret etmis oldugu sayilarla sinirl aralikta yer alan tiim sayilar1 gostermektedir.
Bu formatta ifade edilebilecek
(i) en kiigiik pozitif say1: s=0,c=1vef=0 icin
27%%%(1+0)~0,22251107°",

(ii) en biiyiik say1: s = 0, c = 2046 ve f=1-2"* i¢in
29%(2-2"%)~0,17977.10°”
oldugundan eger hesaplamalar sonucu elde edilen say1 27'°**(1+ 0) den biiyiik
ise asagl-tasma, 2'°?(2—27%) sayisindan biiyiik ise yukari-tasma yasanacagindan
hesaplamanin belirli bir hassaslik ile yapilmamasi durumunda prosediir kesintiye

ugrayacaktir. Ayrica, sifir sayisi icin iki tiirlii gosterilim vardir: pozitif sifir i¢in s =
0, c = 0 ve f = 0; negatif sifiricin s=1,c=0ve f=0.

Decimal (Ondalik) Makine Sayilari

Bu kisimda, heri=2,- .-, kigin 1<d, <9 ve 0<d, <9 olmak tlizere
+0,d,d,..d,.10?

olarak ifade edilen k-dijit normalize edilmis ondalik kayan-nokta formundaki sa-
yilar ile ilgilenecegiz.

Niimerik olarak makinede bir tasmaya neden olmayan, normalize edilmis
Pozitif
y=0,d,d,.d, .d,,,.10"
sayisl goz Oniine alinsin. y sayisinin kayan nokta formu f/(y)ile gosterilir ve on-
dalik kisminin sadece k-dijit olarak alinmasi ile elde edilir. Bu k-dijitin belirlen-
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mesinde genel olarak iki yontem takip edilir. Bunlardan ilki kesme denen ve
d,.,d,.,.. ondaliklarinin atilmasi ile elde edilen

f/((y)=0,d,d,..d,,.d,.,.10"
sayidir. Bir digeri ise yuvarlama ad1 verilen ve 5.10" ") sayisinin y’ye eklenmesi
sonrasinda kesme yapilmasi ile elde edilen

f/(y)=0,5,9,..5,.10"
sayisidir. Kisaca yuvarlama yaparken d, ., >5 ise f/(y)’yi elde etmek i¢in d, sa-
yisina 1 eklenirken (yukar1 yuvarlama), d,,, 25 ise k-dijitten sonra kesme yapilir
(asag1 yuvarlama). Eger asagl yuvarlama yapiliyor ise her i = 1, 2, - - -, k i¢in
0, =d; olur. Bununla beraber, yukar1 yuvarlama yapilmasi durumda tam kisim da
dahil olmak ftizere tiim ondalik basamaklar degisebilir.

Saylr Normalize Edilmig Ondalik Form

1222000 0.1222 x 107
—0.0000345 —0.345 x 104

0.0027 x 1073 0.27 x 107°
—3687.487 x 10° —0.3687487 x 1012
0.1001 x 105 0.1001 x 10~5
0.26530874 x 10~21 0.026539874 x 1020

Ornek: m sayisinin bes-dijit
a) kesme degerlerini
b) yuvarlama degerlerini
elde ediniz.

Coziim: m = 3.141592654 - - - seklinde kendini tekrar etmeyen sonsuz on-
daliga sahip msayisi normalize edilerek

n=(0,3141592654.).10"
olarak yazilsin. Buna gore

a) bes-dijit kesme yapilarak m sayisinin kayan-nokta formu
ff(1)=0,31415910" =3,14159

b) saymin altinci basamagi 9 oldugundan bes-dijit yuvarlama yapilarak m
sayisinin kayan-nokta formu
f¢(m)=(0,314159+0,00001).10" =3,14159

olarak elde edilir.

Ornek: Asagida verilen p degerlerine yapilan p, yaklagimlarinda olusan
mutlak ve bagil hatalar1 hesaplayiniz.
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a) p=0,300010", p, =0,3100.10"
b) p=0,3000107, p, =0,2900.10°°

Cozim:
a) Mutlak hata: [p—p,|=

0,3000.10' -0,3 100.101‘ =01

0,300010' -0,3100.10"| _
0,3000.10' |

p_pJ

0,33333310™"
p |

Bagil Hata:

b) Mutlak hata: |p—p1| -

0,3000.10°° —0,2900.1073‘ =0,1.10"

0,3000107° -0,2900107°| _
0,3000.107 |

p_pJ
p |

Bagil Hata: 0,33333310"

Yukaridaki ornekte goriuldigiu Uzere tim yaklasimlarda bagil hata
0,33333310" iken mutlak hata farkli degerler almaktadir. Yapilan yaklasimda
gercek degere ne oranda yaklasildigini 6lgmek bakimindan bagil hata mutlak ha-
taya gore daha anlamlidir. Ornegin 100 km’lik bir yolu 101 km ve 1 km’lik yolu 2
km 6l¢gmede olusan mutlak hatalar 1 km iken bu 6l¢iimlerin hangisinin daha kabul
edilebilir bir hata oranina sahip oldugunu anlamak icin bagil hatalarina bakmak
gerekir.

Ornek: a) f(x)=cosx—(x+1)* fonksiyonunun x = 0 civarinda iigiincii
Taylor polinomunu hata terimini goz ardi ederek hesaplayiniz.

b) Eger yukarida bulunan polinom 5-dijit yuvarlama artimetigi ile f(0,05)
degerini hesaplamak icin kullanilirsa olusacak mutlak ve bagil hatayi tespit ediniz.

Cozim: a) Hata terimi yazilmayacagindan igciincii Taylor polinomunu he-
saplamak icin asagidaki islemler yapilir:

f(x)=cosx—(x+1)* ise f(0)=cos0—(0+1)*=0

f'(x)=—sinx—2(x+1) ise f'(0)=—sin0—-2(0+1)=-2

f"(x)=—cosx—2 ise f"(0)=—cos0—-2=-3

f"(x)=sinx ise f"(0)=sin0=0
Buna gore;
f,(x)=1£(0) +$(x -0)+ %(X -0)? +%(x—0)3

=0+_—2X+_—3X2 +9X3
1! 2! 3!



www.matematikl.com 11

_ x-Sy

olarak ti¢iincii Taylor polinomunu hesaplanir.

b) 5-dijit yuvarlama artimetigi kullanilarak yapilan bu yaklasimda
£,(0,05)=-2(0,05.) - %(0,0 5)° =-0,10375
olarak elde edilir. Buna gore mutlak hata
f(0,05)~£,(0,05)| =|c0s 0,05 (0,05+1)* ~(~0,10375) =2,6039.10~
ve bagil hata da
f(0,05)—f,(0,05)| |cos0,05—(0,05+1)* — (—0,10375)| _
£(0,05) c0s0,05—(0,05+1)? |

seklinde bulunur. Mutlak hatanin bagil hatadan daha kiigiik ¢ikmasinin nedeni
yapilan yaklasimin gercek fonksiyon degerine ¢ok yakin olmasidir.

2,509810°

P—Db,
p

pozitif tamsayisi i¢in p,, p’ye t anlamh basamakta bir yaklagimdir denir.

Tanim: ‘ <5.107" esitsizligini saglayan, negatif olmayan en biiyiik t

Verilen bir sayinin anlamh basamaklar1 asagidaki sekilde tespit edilir:

e Tiim sifirdan farkli sayilar anlamli basamaktir. Mesela:
5 sayisinin bir anlamli basamag1 vardir.
9,2 sayisimin iki anlamli basamag) vardir.
470 sayisinin iki anlamli basamag1 vardir.
6 327,554 sayisinin yedi anlamh basamag vardir.

e Tim anlamh basamaklar arasinda kalan sifirlar anlamli basamaklardir.
Mesela:
703 sayisinin ¢ anlamli basamag vardir.
2,006 sayisinin dort anlamli basamag vardir.
60,003 sayisinin bes anlamli basamag1 vardir.

e Ondalikli bir sayida ondalik noktasinin saginda yer alan tiim sayilar an-

lamli basamaklardir. Mesela:

0,20 sayisinin iki anlamli basamag) vardir (ilk sifir anlaml degildir, fakat

sondaki sifir anlamlidir).

0,0050 sayisinin iki anlamli basamagl vardir (sondaki bir ve sifir).

5,80 sayisinin ii¢ anlamli basamagi vardir.

24,6000 sayisinin alti anlamli basamag vardir.

100,00 sayisinin bes anlamli basamagi vardir (ondalik noktasinin solunda
yer alan iki sifir anlamli oldugu bilinen 4 sayisinin saginda oldugundan anlamhidir,
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ayrica ondalik noktasinin saginda yer alan sifirlar 4 ile sifir arasinda yer aldigin-
dan anlamhidir).

x sayisinin k-dijit kayan nokta formu f/(x) ile gosterilsin. f/(x) sayisimn

yuvarlama aritmetigi kullanilarak elde edilmesi durumunda yaklasimda olusan
bagil hatanin bir {ist sinir1

x —fl(x)
X

<0,5.107"!

dir. Gergekten: d; #0, n €Z olmak lizere x sayisl
x=(0d,d,d,..d.d,,,.)10"
seklinde verilsin.

e d,,, <5 olsun. Budurumda f/(x)=(0,d,d,d,..d,..)10" oldugundan

% <05.107k1
X —= YY)
(0,d,d,d;.d,dy.;-)10" =(0,d,d,d;..d, )10"| _0,5.10™
(0,d,d,d,..d,d,,,.)10" 7 01
(O'dk+1dk+2dk+3 '")10“_]( |S0’5.10—k+1
(0,d,d,d,..d, d,,,.)10"

bulunur.

e d.,>5 olsun. Bu durumda f/(x)=(0,d,d,d,..d,.)10" —=10"" oldugun-

dan
X=fX) o510+
X
(0,d,d,d;..d,d,.;-)10" —(0,d,d,d;..d,)10"| _0,5.10™"
(0,d,d,d,..d.d,,,.)10" 7 01
(1 - O’dk+1dk+2dk+3 ) 10n—k < 0'5.10—k+1
(0,d,d,d,..d,d,.,.)10"

elde edilir.

Diger taraftan k-dijit kesme aritmetigi kullanilarak f/(x) sayisinin elde
edilmesi durumunda olusacak bagil hata i¢in bir tist sinir asagidaki sekilde verilir:

x—f/(x)| _|(0,d,d,d,..d,d,,,.)10" —(0,d,d,d,..d,)10"
x| (0,d,d,d,..d,d,,,.)10"
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(O'dk+1dk+2dk+3 ) 1 Onik |

(0,d,d,d,..d,d,,,.)10"
— (Ol dk+1dk+2dk+3 |1 O—k
0,d,d,d,..d,d,,, |

Diger taraftan d, #0 oldugundan paydanin alabilecegi minimum deger 0,1'dir.

Ayrica pay ustten 1ile sinirli oldugundan
x—f/(x)
X

si.m-k =107*"!

)

seklinde bir st sinir elde edilir.
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