3. BOLUM
LINEER DENKLEM SISTEMLERI

LINEER (DOGRUSAL) DENKLEM SiSTEMLERI KAVRAMI

Matris ve determinantlar sayesinde pek ¢ok bilinmeyenli dogrusal
denklemler rahatlikla ¢6ziilebilmektedir. Bunun i¢in pek ¢ok yontem vardir.
Ama biz burada li¢ 6nemli yontem olan Ters Matris Yontemi, Cramer Yontemi
ve Gauss Jordan Yontemlerini verecegiz. Diger yontemleri Nimerik Analiz
derslerine havale edecegiz. Lineer denklemler birer dogru denklemleridir.
Ama biz burada bu dogru denklemlerinin kesisim noktalar1 olan ¢6ziim yon-
temlerinden bahsedecegiz. Bu dogru denklemlerinin diger analizleri bir kismi
vektorler konusunda, bir kismi Cok Degiskenli Fonksiyonlar derslerine havale
edecegiz.

3.1. Tanim: Genel olarak x,,Xj, ... ,X, bilinmeyen aj; ve b;; (i,j € N) ler

birer reel say1 olmak tizere,
a; X, +a;,X,+a;X;+--+a,, X, =b,;
Ay X; +25XK, +8yX; T +3,,X, =b,

A3 X, +23,X, +A5,X; + a5, X, =b,

a, X, +a,,X,+a,;X;+-+a, X =b

mn-n m

ifadesine lineer (dogrusal) denklem sistemi denir. Bu lineer denklem sistemini
su sekilde yazabiliriz.

d;p Ay Az o A, || X b,
Ay Ay Ayttt Ay || Xy b,
Az A3 Ay Ay, | Xy |=| by
aml am2 am3 amn__Xm_ _bm_

elde ettigimiz bu matrisleri
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d;;1 dyp, Ay a;, X, b,

dyp Ay Ay s, X, b,
A=la; a; ay as, |, X=|%; |, B=| b,

aml amZ am3 amn _Xm _bm_

seklinde bulunur. Buna gore AX = B yazilabilir.

Bir lineer denklem sisteminde;
i) Yatek ¢oziim vardir.

ii) Ya sonsuz ¢6ziimii vardir
iii) Ya da ¢6ziim yoktur.

Eger lineer denklem sistemi (i) ve (ii) durum séz konusu ise tutarh ve
eger (iii) durum s6z konusu ise tutarsiz adi verilir.

TERS MATRIS YONTEMI

Bir lineer denklem sistemini AX = B seklinde yazarsak, A’'ya katsayilar
matrisi, B'ye sabitler matrisi ve X'e bilinmeyenler matrisi diye adlandirilir.
Burada X = A™1B oldugu asikardir. Asikar olan bu yazimla denklem ¢6ziimii
yapilir.

Ornek: 2x +y = 14
Xx—2y=-3
lineer denklem sisteminin ¢6ziimiini bulunuz.

Coziim: Bu lineer denklem sistemini matrislere cevirirsek,
2 1 |x 14
LS
buluruz. Burada

ey Sl

aliabilir. Simdi A matrisinin tersini bulalim. Bu tiir matrislerin tersini su for-
miille buldugumuzu biliyoruz;

PET d -b] 1[-2 -1] 1[2 1
“ad-bcl-c a | -5/-1 2| 5|1 -2

dir. Simdi X = A™1B yi bulalm:
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M - e

x=5vey=4
olarak bulunur.

Ornek: 2x+y—z =5
X—y+z=-2
3x+2y+2z=5
lineer denklem sisteminin ¢éziimiini bulunuz.

Coziim: Bu lineer denklem sistemini matrislere gevirirsek,
2 1 -1|x 5
1 -1 1 |yl|=|-2
3 2 2|z 5

yazilir. Burada

2 1 -1 X 5
A=|1 -1 1 |,X=|y|,B=|-2
3 2 2 zZ 5
dir. Burada A matrisinin tersini bulalim. Once A'nin determinantini bulalim.
2 1 -1
detA=]1 -1 1|=-12
3 2 2
Simdi de Ek A’y1 bulalim.
A :‘—1 1‘:_ __‘1 1‘: A _‘1 —1‘:
11 2 2 12 3 2 13 3 2
A __‘1 —1‘:_4 A _‘2 —1‘=7 A :_‘2 1‘:_1
21 2 2 22 3 2 23 3 2
\ _‘1 —1‘:0 __‘2 —1‘:_ A _‘2 1‘:_3
O 32 1 1 BT _q
~4 1 571 [-4 -4 0

1
0 -3 -3 5 -1 -3

seklindedir. Buna gore
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-4 -4 0 4 4 0
A=t mga-—ti1 7 3=l 73
det A 12 12
5 -1 -3 -5 1
dir. Simdi X = A~1B'yi bulalim:
X 4 4 0| 5 20-8 12
yl=1l-1 =7 3|-2|=L|-5+14415|=1| 24 |=| 2
12 12 12
Z -5 1 3|5 —-25-2+15 —-12 -1

x=5y=4vez=-1
olur.

3.1. Sonug: A katsayilar matrisi, B sabitler matrisi ve X bilinmeyenler
matrisi ise;
1. A bir kare matris ise
i) det A # 0 oldugunda X = A"'B dir.
ii) det A = 0 oldugunda denklemlerin ¢6ziimii yoktur.

2. A bir kare matris degilse;
i) m > n oldugunda n tane denklemden olusan bir sistemin ¢6ziimii
bulunur. Bulunan bu ¢6ziim geri kalan denklemleri saglarsa ilk sistemin de
¢6zimii olur.

ii) m <n oldugunda n—m tane bilinmeyen x; =Ai;,x, =A,, ",

Xn—m = An—m gibi parametre olarak secilirse ve geri kalan m tane bilinmeyen
Ay Ao, Ap_m lere bagimh olur.

CRAMER YONTEMi

Gabriel Cramer
31 Temmuz 1704, Cenevre, isvi(;re -4 Ocak 1752, Bagnols-sur-Ceze, Fransa
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3.1. Teorem: Verilen bir lineer denklem sistemi AX = B biciminde ya-
zildiktan sonra,

all a12 a1n bl alZ a1n
a a a b, a a
A: 21 22 .2n ) Al — 2 22 2n )
anl anZ ann bn anZ arm
all bl aln all a12 bl
A aZl bZ a2n A _ a 1 a22 b2
2 : A A - :
anl bn ann anl an2 bn
olarak adlandirilsinlar. Bu takdirde,
Aq A A3 An

dir.

ispat: 2.17. Teoremde
1
-1 _
A = detAEkA

olarak gosterildi. AX = B denkleminde X = A~'B olacagindan,
1
X=Teth (EkKA)-B
yazilabilir. Buna gore,

Xy Ay A, o Ay b1
X, . 1 Ay Ay o Ay bz
: | detA RN :
RS Ay Ayp o Ay lb,
dir. Buradan,
_X1_ b1A11 +b2A21 +"'+bnAn1
X2 | 1 b1A12 + bzAzz et bnAnZ
D1 detA :
[ Xn | bAy, +bAy, +-+b A,

1
X1 = det A (b1Ag1 + byAz; + -+ brApg)

1
Xy = m(b1A12 + byAy, + -+ byApy)

1
Xp = det A (blAln + byAy, + -+ bnAnn)
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esitlikleri elde edilir. Ayrica,

b, a, iy
by Ay, Ay
b,A,, +b,A, +---+b A =|. < Tl=A,
bn anZ arm
dyq b1 ay,
E bz T Agn|
b,A,+b,A,,+---+b A ,=| oo =4,
anl bn ann
d;; A b1
a a b
blAln +b2A2n +'“+bnAnn = 2 -22 ’ :An
anl anZ bn
oldugundan;
A A A A
bulunur.

3.2.Sonug: i) A # 0 ise denklemin tek ¢éziimu vardir ve bu ¢6ziim
A3 _ An

K,X3 _K' wy Xp —K

dir.

ii) A=0 ve Ay, Ay, -+, A, lerden en az biri sifirdan farkh ise sistemin
¢ozimi yoktur.

iii)A=0ise Ay = A, = -+ = A, = 0ise sistemin sonsuz ¢6ziimii vardir.
Ornek:x+y=>5
X—y=-3
lineer denklem sisteminin ¢éziimiinii bulunuz.
Coziim: Bu lineer denklem sistemini matrislere ¢evirirsek,
1 1 x| |5
1 -1y| |-3

bulunur. Burada



LINEER DENKLEM SISTEMLERI 7

1 1 X 5
A= , X= , B=

1 -1 y -3
dir. Once A matrisinin determinantini alacagiz.
1 1
1 -1

Simdi A matrisinin 1. siitunu kaldirilarak yerine B matrisinin elemanlar1 yazi-
lir. Sonra onunda determinanti alinir.

5 1

-3 -1

Daha sonra da A matrisinin 2. stitunu kaldirilarak yerine B matrisinin eleman-
lar1 yazilir. Sonra onunda determinanti alinir.

A= =-2

1

1 5
A, = =-8
1 -3
Elde ettigimiz bu degerler, x ve y nin degerlerini su sekilde verir.
_A 2 Ay _ =8 _

X1 4

AT b=y =5=

Ornek: x +2y +3z =3
2x+4y+5z=4
3x+5y+6z=-1

lineer denklemini ¢6ziiniiz.

Coziim: Lineer denklem sistemini matrislere ¢cevirelim.
1 2 3|x 3
2 4 5|y|=| 4
3 5 6|z -1

bulunur. Burada

123 [ x 3
A=2 4 5|, X=|y|, B=|4
13 5 6 |z -1
dir. Once A matrisinin determinantini alacagiz.
1 2 31 2
A=]2 4 52 4 =(24+30+30)-(36+25+24)=-1
3 5 63 5

Simdi A matrisinin 1. siitunu kaldirilarak yerine B matrisinin elemanlar1 yaza-
lim. Sonra onunda determinanti alalim.
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3 2 33 2
A, =|4 5|4 4 =(72-10+60)—(-12+75+48)=11
-1 5 6-1 5
3 31 3
A, = 4 52 4 =(24+45-6)—-(36-5+36)=—4
3 -1 63 -1
1 2 3|1 2
Ay=2 4 4(2 4 =(—4+24+30)—(36+20—4)=-2
3 5 -13 5
Elde ettigimiz bu degerler, %, y ve z nin degerlerini su sekilde verir.
HE Y GRS P
GAUSS JORDAN YONTEMIi

Echelon (Eselon) form yontemi hakkinda matrisler konusunda bahse-
dilmistir. Burada Bu yontem kullanilarak denklem ¢o6ziimii yapilacaktir. Bu
yonteme Gauss Jordan yontemi adi verilecektir.

3.2. Teorem (Gauss Jordan): Bir A = [ai]-]mxn icin AX = B matrisinde

X = A71B ¢6zliimiiniin olusmasi X = [aﬁ1 : bij]mxn bicimindedir.

ispat: 1.1. tamminda Matris kavrami “Birden fazla dogrularin bas kat-
sayilarinda olusan sayilarin olusturdugu tablolar” seklinde verilmistir. Dogru-
sal denklemlerin ¢6ztimi yapilirken “Yok etme metodu” kullanilmisti. Bu yok
etme metoduna gore bir dogru bir a; sayi ile ¢carpilip diger bir dogru a, say1 ile
carpilip birbirleriyle toplanabilir. Bu islemlerin yapilmasina yok etme metodu
ile matrislerde elementer satir (siitun) islemlerinin ayni oldugunu gosterir. Bu
ise Echelon yonteminin gerceklestigini gosterir.

Ornek:3x+y =9
2x—3y=-5
lineer denklem sisteminin ¢6ziimiinii bulunuz.

Coziim: Bu lineer denklem sistemini matrislere ¢evirirsek,

2 bl
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bulunur. Bu matrisleri Echelon formuna ¢evirirsek,

X={3 1 : ? } , 2S; —S; = S; uygulanirsa
2 -3-5
~ ! _75_19 , —2S; +S, = S, uygulanirsa
2 -3 -5 |
1 -7.-19]
~ ) 11: - , ESZ — S, uygulanirsa
~ ! _75_19 , 7S, +S; = S, uygulanirsa
0 1 3 |
1 0.2
"o 1'3}

olur. Buna gore,

o b/

olacagindan x = 2 ve y = 3 olarak denklem ¢6ziilmiis olur.

Ornek: 2x + 3y + z = 19
4x — 2y + 32 =16
Xx+y+z=9
lineer denklem sisteminin ¢6zlimiini bulunuz.

Coziim: Bu lineer denklem sistemini matrislere gevirirsek,
2 3 1|x 19

4 -2 3|y|=|16
1 1 1|z]| |9

bulunur. Bu matrisleri Echelon formuna ¢evirirek,

2 3 119

X=4 -2 3:16 , Sz & S; uygulanirsa
1 1 19
1 1 19

~4 -2 3:16| ,—4S; +S, = S,,—2S; + S3 — Szuygulanirsa
2 3 119
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1 1 1 9
~|0 -6 -1:-20|,6S; +S, > S,,—S; +S; = S; uygulanirsa
0o 1 -1 1
1 0 2 8
~|0 0 -7:-14| , S; e S,uygulanirsa
01 -1 1
1 0 2 8
~[0 1 -1: 1 ,  S3 © S, uygulanirsa
0 0 -7 -14
1 0 2 8]
~|0 1 -1:1 , —%53 — S5 uygulanirsa
00 1 2
1 0 2 8]
~|0 1 -1:1 , —2S3 +S; = S,,S; +S3 = S, uygulanirsa
00 1 2
[1 0 04
~/0 1 0:3
00 12
olur. Buna gore,
1 0 0fx 4
01 0fyl|=|3
0 0 1|z 2

olacagindan x=4, y=3 ve z=2 olur.

Ornek: x — 5y + 2z = 3
X+ 2y—5z=10
lineer denklem sisteminin ¢6zlimiinii bulunuz.

Coziim: Bu lineer denklem sistemini matrislere cevirirsek,

X
1 -5 27| [3
1 2 -s|¥|710
Z

bulunur. Bu matrisleri Echelon formuna cevirirsek,

x|} > 2.3 S, +S, S ]
= : , — g uvyvgeulanirsa
1 2 _510 1 2 2 uyg
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0o 7 -77

10 -3.8
“lo1 -171

olur. Bu matrisleri denklem olarak yazarsak,

x—3z=9

y—z=1
bicime donitisiir. z = A parametresi secilirse, x = 8 + 3A,y = 1 + A oldugundan,
denklem ¢6zimi;

x=8+3Ay=1+Az=AA€ER

1 -5 2.3 1
z[ : } , ;Sz — S, uygulanirsa

dir.

HOMOGEN (HOMOJEN) LINEER DENKLEM SiSTEMLERI

3.5. Tanim: Lineer (dogrusal) denklem sistemlerinin ikinci taraftaki
sabitler matrisi bir sifir matrisi ise denklem sistemine homogen lineer denk-
lem sistemi ad1 verilir.

a;1Xq +agpXy +ag3Xz + o+ apX, = 0y
,1X; + AppXy + Ap3X3 + - 4 Appxy = 0 |
az1Xq + azyXy +azzXz + -+ az,x, =0 }

Ap1Xqy + apXy +apzXz + -+ appXx, =0

3.3. Teorem: Homogen denklem sisteminde A = A, =--=A, =0
oldugundan,
i) A1 # 0 icin sistemin tek ¢ozimii (xq,X%5,:,%X,) = (0,0,0,---,0) dir.
Buna sistemin apagik ¢o6ziimii denir.
ii) A = 0 i¢in sistemin sonsuz ¢6ziimi vardir.

ispat: i) Homogen denklem sistemi AX = 0 yazilacaktir.
i) Eger A # 0 ise A # 0 olacagindan (x4,x5, ", %,) = (0,0,0,--,0) dir.
ii) Eger A = 0 ise A matrisi singiilerdir (tekildir). O halde X # 0 dir. Oy-

leyse sonsuz ¢6zimii vardir.

Ornek: 4x — 3y = 0
2x+7y =0
homogen sistemini ¢6ziiniiz.
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4
Cozlim: A=‘2 ; ‘=20¢0 oldugundan ¢6ziim (x, y) = (0,0) apagik

cOozUimiindiir.

Ornek: 3x; — 7%, + 4x3 = 0
2xq +4x, + 5x3 =0
X +X%, =0
homogen sistemini ¢oziintiz.

3 -7 4
Coziim: A=2 4 5[=-51=#0 ise ¢ozlim (Xq,X,X3) = (0,0,0) apacik
1 1 0

coziimindir.

Ornek: 2x; + 4x, +x3 =0
X1 +12x, +2x3 =0
3xq +16x, +3x3 =0
homogen sistemini ¢oziiniiz.

2 4 1
Coziim: A=[1 12 2/=0 oldugundan lineer denklem sisteminin son-
3 16 3
suz ¢ozlmii vardir. Verilen denklemlerde x; = t secilirse ilk iki denklemden,
t 3t

Xl = _g, XZ = _E
olur. Buna gore t'ye bagl ¢6ziim kiimesi;
t 3t
6= (-5 ~S0:een)

bulunur.

Ornek: 3x + 2y —z =10
x—y+2z=0
ax+3y=0
homogen sisteminin sonsuz ¢6ziimii olmasi i¢in a’ne olmalidir?
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3 2 -1
Cozim: A=1 -1 2|=0 igina = 7 olur.
a 3 0

3.6. Tanim: W lineer homojen sistemin genel ¢6ziimii olsun. Eger
W’deki her w ¢6ziim kiimesi uy, u,, --+, ug noktalar1 bir tek lineer birlesimiyle
ifade edilebiliyorsa sifirdan farkli u,, u,, -+, ug noktalar1 W igin bir taban (baz)
olusturuluyor denir. Burada s sayisina W’'nin boyutu denir. Boy W = s ile gos-
terilir. (Eger W = {0}, ise Boy W = 0 dir.)

uq, Uy, -+, Ug noktalarinin ¢oziimleri yapilirken, serbest degiskenlerden
birisi 1 ve geri kalanlar 0 alinarak (veya sifirdan farkli sabit) elde edilir.

Ornek:x +2y —3z+2w—4t=0
2x+4y—-52+w—-6t=0
5x+ 10y — 13z + 4w — 16t =0
lineer denklem sisteminde tabanini ve boyutunu bulunuz.

Coztim: Echelon bigcime indirgeyelim.
—-2S; +S, - S,,=5S, +S3 - S;ve—-2S, +S3 -5,
adimlar1 uyglanarak
X+2y—3z+2w—4t=0
z—3w+2t=0
bulunur. Echelon bi¢cimde sistem y, s ve t bagimsiz degiskenlerine sahiptir.
Boy W = 3 tur.
1)y=1w=0,t= 0yazarsak u; = (-2,1,0,0,0) olur.
2)y=0,w=1,t = 0yazarsak u, = (7,0, 3,1,0) olur.
3)y=0,w=0,t =1yazarsak u, = (—2,0,—-2,0,1) olur.
{uy, uy, uy } kiimesi W i¢in bir tabandir.

3.4. Teorem: Bilinmeyen sayisi denklem sayisindan daha ¢ok olan bir
lineer homojen denklem sistemi sifirdan farkl bir ¢oziime sahiptir.

Bu teoremin ispat1 okuyucuya birakilmistir.

Ornek:x+2y—3z+w=6

X—3y+z—2w=-6
2x+y—3z+w=5
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lineer denklem sistemi 4 bilinmeyenli 3 denklem oldugundan tek ¢6ztiimi yok-
tur. Eger 4. bir denklem verilirse o takdirde tek ¢oziim olup olmadig1 arastiri-
lir.

COZUMLU ALISTIRMALAR

1. 8x+5y=6,3x+4y=5
denklem sistemi bir matris formunda yazimi asagidakilerden hangisidir?

AR HEEE HE N
elHEH H R HE N
dHENE

Coziim: 8x + 5y = 6, 3x + 4y = 5 denklem sistemi matris formunda ya-

" R
S

bulunur.
Cevap: E

1 1 -1]x] [5
2.1 -1 1 |yl|=|3
1 2 -3|z]| |7

yukarida matris gosterimi verilen lineer denklem sisteminin ¢6ziimiinde x
kactir?

A)1 B)2 ()3 D)4 E)5

Coztim: Cramer yontemini kullanalim.
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1 -11 1
A=1 -1 1|1 -1=(3+1-2)-(1+2-3)=2
2 -31 2
5 1 -115 1
A=3 -1 1|3 -1=(15+7-6)—-(7+10-9)=8
7 2 =37 2
Ay 8
X1=X1=7=
Cevap: D
3. 2x+2y—z=2
xty+tz=4
y—z=-1
yukaridaki denklem sisteminin ¢oziimiinde x kagtir?
A)1 B)2 (C)3 D)4 E)5
Coziim: Verilen denklemi matris formunda yazalim.
2 2 -1||x 2
11 1| yl|= 4
0 1 -1||z -1
Gramer yontemi uygulanirsa,
2 2 =12 2
A=1 1 1|1 1=(-2+0-1)-(0+2-2)=-3
0 1 -110 1
2 2 -12 2
A=l4 1 1|4 1=(-2-2-4)-(1+2-8)=-3
-1 1 -1-1 1
A -3
X1=K1=_—3=1
bulunur.
Cevap: A

4 3 2 1
4. A= ve B=
ML

olmak iizere, matris gosterimi
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olan dogrusal denklem sisteminde x kag¢tir?
A)1l B) 2 C)3 D) 4 E)5

Cozum:

w9
s 2 Al
+ 2l

6x+4y
| 4xX+y 19

oldugundan matrislerde esitlik tanimindan
6x+4y =16,4x+y =9
—6x —4y = —16,16x + 4y = 36
10x = 20
X =2

bulunur.

5. 4x—-y =10
2x+ 3y = 12
dogrusal denklem sisteminin matris gosterimi
x| [10
A |=
y| [12

olarak veriliyor.

SHEN

olduguna gore, b — 3a toplami kactir?

A)0 B)1 ()2 D)3 E)4

Cozum: A-{X} = {10}
y 12

16

Cevap: B
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4 -1][x]| [10] . 4 -1

. = ise A=
2 3 ]|ly| |12 2 3

1 _a

Al |=
4 —1‘ a
2 3 b
4. 1+( 1) 2] [a
2.1432 | |b

oI

b—3a=8-3:-2=2

Cevap: C
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