1. BOLUM
MATRISLER

MATRIS KAVRAMI

Matris kavramini ilk defa irlandali Matematik¢i William Rowan Hamil-
ton (1805-1865) ile Ingiliz Matematikgisi Arthur Cayley (1821-1895) tarafin-
dan kullanilmistir.

4
William Rowan Hamilton

(04 Agustos 1805, Dublin, irlanda - 02 Eyliil 1865, Dublin, irlanda)

Arthur Cayley
(16 Agustos 1821, Richmond, Ingiltere - 26 Ocak 1895, Cambridge, Ingiltere)



MATRISLER

2

1.1. Tamm: i,j ENT, 1 <i<m,1<j<n, a;; € R olmak lizere, asagi-
daki tablo bicimde yazima m X n boyutunda matris denir.

a;; A, Az
dy; Ay Ay
dz; Az Ag
am1 am2 am3

a1n

a2n

a;

n

a

mn _mxn

Matris gosterimi kisaca A = [ai]-]mxn biciminde gosterilir. Tabloda yatay sirala-

ra matrisin satirlari, diisey siralara matrisin siitunlari (kolonlar1) denir. Buna
gore verilen tablo m satir sayini n stitunludur. Ayrica a;j, A matrisinin i. satiry, j.

situnudur.
841 qg~--a4j|---84n |1 sawr
a1 @pp---|dg|---8gy |7F 2 sar
R P
Ay ap-- | &) a1 sanr
: ! ' I * (i,j) Terim {i.satr, j.5Gtun)
_Tnﬂ jm? 1'5rni Tmn_,—hm.sahr

1. s0tun 2. s0tun ). s00un 0. SOtun

1.1. Not: Bu calismada R reel sayilar tizerinde ¢alisilacaktir. C karmasik
(kompleks) sayilar incelenmediginden karmasik sayilardan bahsedilmeyecek-
tir. Karmasik sayilar incelenince reel sayilar tizerindeki lineer cebir karmasik
sayilar icin de gecerlidir.

3 2 -1 O

Ornek: A= \/E 4 T e , 3 X4 boyutunda bir matristir. Bu
-2 0 12 6/5],

matriste

1.satir 1. stituna;; = 3 1. satir 2. stituna;, = 2

1. satir 3. stitun a;3 = —1 1.satir 4. stituna;, =0

2.satir 1. siitun a,; = V2 2.satir 2. stiitun a,, = 4

2.satir 3.slitunazz = m 2.satir 4. siituna,, = e

3.satir 1. stiitun az; = =2 3. satir 2. stitun az, = 0

3.satir 3. stitun azz = 1,2 3.satir 4. stitunaz, =0

bicimindedir.
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MATRIS CESITLERI

1.2. Tanim: Satir ve siitun sayilar esit olan matrislere kare matris de-
nir. A = [ajj]nxn Seklindedir.

2 1 -1
Ornek: A=|0 3 -2| matrisi3 X 3 boyutunda bir kare matristir.
4 0 1],
2 4 3 2
Ornek:p=| 1 0 1 5
1 11 0 6
2 3 -5 4

4x4
B matrisi 4 X 4boyutunda bir kare matristir.

1.3. Tanum: Bitin elemanlar: 0 olan matrise sifir matrisi denir. Sifir
matris matrislerde toplama isleminin birim (etkisiz) elemanidir. O = [Ojj]mxn

seklindedir.

0 00O
Ornek: 0,,=|0 0 0 O
000 0],

Bu matris 3 X 4 boyutunda bir sifir matristir.

1.4. Tanim: Her n €N, her i,j€N* , a; €ER olmak tlzere bir
A= [aij]mxn kare matriste, a;1,a53,:*,a,, terimlerinin bulundugu dogruya
esas (asal) kosegen denir, a1, am_1)2, -+, a1n terimlerinin bulundugu dogruya
yedek kdsegen denir.
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4 -1 2 3
N 1 -2 5 1
Ornek: C=

3 0 60

2 1 3 7

matrisinde 4; -2; 6 ve 7 sayilarinin bulundugu dogruya esas kosegenin, 3; 5; 0;
2 sayilarinin bulundugu dogruya yedek késegenin terimleridir.

1.5. Tanim:

_(0,i#]

B {1,1 =]

ifadesine Kronecker deltasi ad verilir.

ij

1.6. Tanim: Bir kare matriste esas (asal) kosegen tuizerindeki elemanlar
1, diger elemanlar1 0 olan matrise birim matris denir. I ile gosterilir. Birim
matris I = [8;;] Kronecker bi¢ciminde tanimlanan matrislerdir.

1 00 No
Ornek: [,,=(0 1 0| ve I, :{O J
00 1], 22

3 X 3 ve 2 X 2 boyutunda birer birim matrislerdir.

1.7.Tammm: X=[a, a, a, .. a,]seklinde sadece bir satirdan olusan

matrise satir matris denir. Y =| b, | seklinde sadece bir siitundan olusan mat-

rise siutun matris denir. Satir ve siitun matrislerine satir ve siitun vektorleri
adi da verilir.

1.8. Tamim: Bir kare matriste, esas kosegen disinda kalan tiim eleman
sifir ise bu matrise kdsegen matris denir.
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a, 0 0 - 0
0 a, 0 - 0
A= 0 0 a; - 0
0 0 O a,, |
4 0 0
e 3 0
Ornek: A= , B=[0 5 0
0 -1
0 0 7

A ve B matrisleri birer kosegen matrislerdir.

1.9. Tanim: Bir matrisinin bazi satir ve siitunlar1 kaldirildiginda geri
kalan terimlerinin olusturdugu yeni matrise alt matris denir.

4 7 -1

) 4 7

Ornek:A={2 8 3 |icin Bz{2 8} alt matristir. Clinkti B matrisi A
51 10

matrisinin 3. satir1 ve 3. siitunu atilarak elde edilmistir.

iKi MATRISIN ESITLIGI

1.10. Tanim: Boyutlar1 ayni olan iki matrisin ayni numarali elemanlari
birbirine esit ise buna esit matris denir. (Boyutlar1 farkli olan matrislerin esit-
liginden bahsedilemez.)

A = [ay]
A = B dir.

ve B = [bi]-] matrisleri verilsin, eger her a;; = by; ise
mxXn mxn

Ornek: A= 1 43
0 -4

} ve B= Ll) \/i} oldugundan A = B dir.
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; 3 8 3 2x-4 _ .
Ornek: A= ve B= ve A = B ise x ve y’'nin de-
-X+2y 5 4 5

gerini bulunuz.

Cozum: Esitlik tanimi geregince
2x—4=8isex=6
—Xx+ 2y =4isex =15
dir. Buna gore x = 6 vey = 5 dir.

BiR MATRISIN IZi
1.11. Tanim: Bir kare matrisin esas kdsegen lizerindeki terimleri top-

lamina o matrisin izi denir. A = [a;;],,x, Kare matrisinin izi,
IZ(A) = aqq + doo + -+ dnn

dir.
4 7 -1
Ornek:A=|2 8 3 | matrisinin izi, iz(A) = 4 + 8 + 10 = 22 dir.
0 1 10
1.1. Teorem: A ve B iki kare matris, o € R igin,
i) iz(A+ B) =iz(A) + iz(B)
ii) iz(aA) = a. - iz(A)
dir.
Ispat: i) Reel sayilarda toplama ézellikleri kullanilarak
IZ(A) + IZ(B) = daq1 + doo + .-+ dnn + b11 + bzz + .-+ bnn
= (a;1 + byy) + (azz + byy) + - + (ann + bnn)
= iz(A + B)
bulunur.
ii) Reel sayilarda carpmanin toplama tizerine dagilma 6zelligi kullanila-
rak

a-iz(A) = a(ay; +az, + -+ any)
=a-a;; +oaz -+ o-ay,
= iz(aA)
bulunur.
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MATRISLERDE TOPLAMA ve CIKARMA

1.12. Tanim: Ayni boyuttaki matrislerin ayn1 numarali elemanlari top-
lanarak veya cikarilarak matrislerin toplamasi veya cikarilmasi elde edilir.
(Farkli boyutlardaki matrislerin toplama ve ¢ikarmasindan s6z edilemez.)

[ ] X ve B = [bij]mxn ise
+B=[ay] +[by] =[ay+by]

mxn

seklindedir.

N 3 5 -1 2 -1 3 5 0],
Ornek: A= 0 ve B= A\ iseA+BveA—B

4 6 -2 2 -3
yi bulunuz.
2 8 4 2
Cozim: A+B=
21 6 -1

4 2 -6 2
A-B=
-2 7 6 -3

e 51 -2 2 3y ) ) o
Ornek: A= , B= ve C= matrisleri veriliyor.
4 1 x 5 8

A + B = Cise x - ynedir?

- 5 1| |-2 2| |3 3 5
Cozim: A+B= + = oldugundan x =8vey =3
4 0 1 x| |5 x

dir. Buna gore x - y = 24 olarak bulunur.

. 2x 3| |-3y 2 8 5 S ) Lo
Ornek: + = matrislerinde x ve y’nin degeri
-X 4 4y 5| |6 9

nedir?

- . s o | 2X=3y 5| |85
Coztim: Matrislerde toplama islemi geregince = bulu-
-X+4y 9

nur. Matrislerde esitlik islemi geregince
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2x—3y=8ve—x+4y =06
iki bilinmeyenli iki denklemi elde edilir. Burada bu denklemler ¢oziiliirse
x =10,y = 4 elde edilir.

1.13. Tamim: Bir A = [ai]-]mxn matrisinin negatifi (toplamaya gére ter-

si) —A = [_aij]mxn bicimindedir ve —A ile gosterilir.

4 3 -2 -4 -3 2
Ornek: A=|-1 10 11|ise-A=| 1 -10 -11
6 -7 0 -6 7 0

1.2. Teorem: A, B, C ayn1 boyutta matrisler olmak ilizere, matrislerin
toplama isleminde asagidaki 6zellikler vardir:

i) A+B=B+A (Degisme 6zelligi)
ii) A+ (B+C) = (A+B) + C (Birlesme o6zelligi)
iii) A+0=0+A=A (Birim eleman 6zelligi)

vi) A+ (—A) = (—A) + A= 0 (Ters eleman ozelligi)

ve B = [b] olmak tizere;
n mXn

= [Bj] en + [251]
=B+A
dir.

ii) A = [ai]-]mxn, B = [bij]mxn veC = [Cij]mxn olmak lizere;

A+(B+0C) = [aij]mxn + ([bii]mxn + [Cij]mxn)
= [ay]  +by+e]
= [ay + by +c)]
= [(ay +by) + 5]
= [a;; + bij]mxn + [Cii]mxn
- ([aij]mxn + [bij]mxn) + [Cij]mxn
dir.
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iii) A = [ai]-]mxn ve O = [Oij]mxn olmak iizere;

A+0=ay] +[0y]  =lay+0y] =lay] . =
0+ A =[0]

woen T (il = L0+ 2] o= lagl =
dir.

Vi)A = [ai]-]mxn ve —A = [—ai]-]mxn olmak tizere,

A+ (-A) = [aij]an + [—aij]mxn = [a; - aij]mxn = [Oij]mxn =
(A +A=[-ay| A[ay] =[-aytay] =[o5] =0

1.1. Sonug: Matrisler toplama islemine gore degismeli gruptur.

MATRSILERIN SKALERLE CARPIMI

1.14. Tanim: Bir matrisinin her elemani « ile carpilmasina o matrisin o
skaleriyle carpilmasi denir. Bu durum A = [aii]an ve o € Ricgin

oA =a-fay] o=loag]
bicimindedir.

; 4 3 2|,

Ornek: A= 1 1 ise 3A ve —4A y1 bulunuz.
12 9 6 -16 -12 -8

Coziim: 3A = ve —4A= olarak bulunur.
-3 3 4 0 -4

. 6 -8|. 1 ]

Ornek: A= ise = A nedir?

22 12 2

R ¢ 1/ 6 -8 3 -4
Cozim: EA:E 22 12 = 1 6 olarak bulunur.
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. 5 3 4 1|, _
Ornek: A= veB= ise 4A — 2B yi bulunuz.
-1 0 5 -2

- 20 12 8 2 12 10
Cozim: 4A-2B= — =
-4 0 10 -4| |-14 8

1.3. Teorem: A matrisi m X n boyutunda o, 4,0, € R, A = [ai]-]mxn ve
B = [bij]mxn olmak iizere, matrislerin skalerle carpiminda asagidaki 6zellikler
vardir:

i) o(A+B) =0A + aB

ii) (o + 02)A = oA+ a,A

iii) (o " 02)A = 04 (0A) = oz (04A)
iv) 1-A=A-1=A

V) 0-A=A-0=0pxn

ispat:i) A = [ai]-]mxnve B = [bij]mxn' a € R olmak iizere;

a(A+B) =a([ayg]__+[by] )

= alaj +by|
= alAy]  +a[By]
= oA + oB

mXxn
dir.

ii)A = [ai]-]mxn, a4, 0, € R olmak iizere;

(o + o)A = (o + aZ)[aij]mxn

= aafay] |, +oala]
= OL1A + azA
dir.

iii, iv ve v benzer sekilde ispatlanir.

MATRISLERDE CARPMA
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1.15. Tanim: A = [ai]-]mxn veB = [bjk]nxp seklinde iki matrisi verilsin.

blk
bZk c
Cy = [ail a, . a,} =a,.b, +a,,.b, +..+a, b, = Z:ai]..bjk
: =1
bnk

toplamiyla bulunan C = [cjx]mxp Matrisine A ile B matrislerinin ¢arpimi denir
ve

A-B=ag] o [by, . = [Cimxp = C

mXn
bicimindedir. Bu durum,
;A 2
Ay ag g ||t P | Pl o by o G o O
b b ] [ C C C
AB= _ | p
aj, A5 ag,
by bus b 1::-1,‘P Cmi Cmz - Cop
|an1 Agg .. Agy |

olarak ifade edilir. Bu yazilis

B n n n B
b b Zaljbjl ZalibiZ Zalibip
d;;  dp dqn 11 12 1p =1 =1 =1
n n n
8, Ay Ay, || ba by | ZaZibl‘l Z:azjbj2 Zazibip
. . . . . : . - ]=1 ]=1 ]=1
a a - a b, b n n Do
m1l m2 mn nl n2 np
Dauby Dby, Dby,
= =1 =1 )
bicimdedir.

A ve B matrisleri i¢in A - B carpiminin tanimli olmasi i¢in A matrisinin
sutliin sayisinin B matrisinin satir sayisina esit olmasi gerekir. A matrisinin
slitun sayis1 B matrisinin satir sayisina esit degilse A - B carpimi tanimh degil-

dir.

4 1
; 2 35
Ornek: A= ve B=|-2 6 ise A - B yi bulunuz.
-1 1 4], 5

3x2
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4 1
_— 2 35
Cozim: A-B= -2 6
-1 1 4
2 3

| 24+3.(-2)+5.2 2.1+3.6+5.3
(D) 4+1.(-2)+42 (-1).1+1.6+4.3

|12 35
12 17
1
. 1 3 2 . :
Ornek: A= ve B=| -2 | ise A - Byi bulunuz.
5 -1 4
3
- 1.1+3.(-2)+2.3 1
Cozim: A-B= =
51+(-1)(-2)+4.3| |19

Ornek: A = [aij]3><n ve B = [bjk]Sxp ise A-B nin tanimli olmasi icin

n + p nin en kii¢tk degeri kactir?

Cozim: A-B = [aij]BXn[bjk]SXp tanimli olmasi i¢gin A matrisinin siitun

sayisl, B matrisinin satir sayisina esit olmasi gerekir. Buna goére n =5 dir.
n + p toplaminin en kii¢ciik olmasi icin B matrisinin siitun sayisi p = 1 olmasi
gerekir. O halde

n+p=5+1=6
dir.

N 1
Ornek: A :{

0 y ) .o (10
olduguna gore, her x € Z* icin A" = oldu-
x 1 nx 1

gunu gosteriniz.

Cozim: Timevarim yontemi ile gosterecegiz.

1
i) n = 1igin Alz{

0
J oldugundan ifade dogrudur.
X
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1 0
ii)n = kigin A* = L{X J ifadesinin dogru oldugunu kabul edelim.

1
(k+1)x

" . {1 0“1 0} { 1 0}
A=A Ak = : =
x 1||kx 1] [(k+1)x 1

1 0
oldugundan her x € Z* igin A" :{ } dir.
nx 1

0
n=k+1igin A" ={ } ifadesinin dogru oldugunu gostere-

lim.

cosx -—sinx
sinx cosx

A cosnx —sinnx
sinnXx cosnx

Ornek: A :{ } olduguna gore, her x € Z* i¢in

oldugunu gosteriniz.
Cozim: Timevarim yontemi ile gosterecegiz.

cosx -—sinx

i)n = 1icin A’ ={ } oldugundan ifade dogrudur.

sinx cosx

coskx —sinkx

ii) n = k icin Ak:{ .
sinkx cos

} ifadesinin dogru oldugunu kabul

edelim.
cos(k+1)x —sin(k+1)x

n=Kk+1icin A" =|
sin(k+1)x cos(k+1)x

} ifadesinin dogru oldu-

gunu gosterelim.

sinx cosx ||sinkx coskx
cosx.coskx—sinx.sinkx —cosx.sinkx —sin kx.cos kx
Lin x.coskx+cosx.sinkx —sinx.sin kx +cos x.cos kx }
_|cos(k+1)x —sin(k+1)x

_Lin(k+1)x cos(k+1)x }

A=A Ak_[cosx —sinx} {coskx —sinkx}



MATRISLER 14

cosnx —sinnx
oldugundan her x € Z* icin A" =| dir
sinnx cosnx

1.4. Teorem: A, B, C matrisleri m X n boyutunda a € R olmak iizere,
matrislerin carpmasinda asagidaki 6zellikler vardir:

i) A-B#B-A (Degisme ozelligi yoktur)
ii) A-(B-C)=(A-B)-C (Birlesme 6zelligi)
iii) A-I=1-A=A (Birim eleman 6zelligi)

vi) A-(B+C)=(A-B)+ (A-C)
(Carpmanin toplama iizerine dagilma 6zelligi)
vii)a(A-B) = (.- A) - B

Ayrica, 8. Ozellik olan ¢carpmanin ters eleman 6zelligi matrislerin tersi-
nin tanimindan sonra verilecektir.

ispat: i) A- B # B A degisme 6zelliginin olmadigina bir érnek vermek

T
o[ e
2

A-B+¥B-A

ii)A = [ai]-], B = [b]-k] ve C = [cy,] olsun. Bu takdirde
A-B=T-= [tik] veB:-C=S= [ajr]
seklinde olsunlar. Oyleyse,

m
ty =ay; by +a, by +otay, by Zzaij by,
=)
n
s, =bj; "¢, +bj, - Cy +..+by C, = Zbik “Chr
k=1

dir. Simdi (A-B) ve CcarpilirsaA-B =T oldugundan
1r +ti2 'CZr +'"+ti Ztlk Ckr ZZ(au b]k) Ckr (1)

=1 k=1

dir. Diger taraftan A, (BC) ile (;arplhrsa BC = S oldugundan

til'c



dir. (1) ve (2) denklemler birbirlerine esit oldugundan A-(B-C) = (A-B)-C
dir.

MATRISLER

m m n
Qi1 *Sqp T35Sy T+ Sy zzaij Sy = Zzaii '(bjk “Ci) (2)
=1

=1 k=1

iii) A = [ajilnxn V€ Inxn Olsun. Bu takdirde A-1 =T = [t;] seklinde ol-

sun. Oyleyse;

dir. Elde edilen verileri matris formunda yazilirsa A matrisin kendisi oldugu

tik=ail-0+aiz-0+---+aik-1+---+ain-0=aik

gozukir. Buna gore,

dir.

A-I=1-A=A

vi, v, vi ve vii benzer sekilde ispatlanir.

2 -1 3
Ornek: A=| 1 4 8|vel;iseA-1= A oldugunu gosteriniz.
-2 0 5
2 -1 3((1 0 0 2 -1 3
Coztim: A-I=| 1 4 8|0 1 O|=|1 4 =A
-2 0 5|0 0 1| |-2 0 5

.. 2 0 x 0
Ornek:A:[ 2 4]B:{ 2}veA-B=B-Aisexnedir?

Cozum:
Ang{z 0}{x 0}={ZX+OA‘ 10+02}:{ 2x 0}
-3 4|4 2| |-3x+44 -3.0+42]| |-3x+16 8
BaA={X o}[z 0}={x2+0(—3) xO+OA1={ZX 0}
4 2(|-3 4| |42+2(-3) 40+24| |2 8
A-B=B-A

2X O_ZXO
—3x+16 8| |2 8
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—3x+16=2
14
X===//

Bu 6rnekten su sonucu c¢ikarabiliriz. 1.4. Teorem ii 6zelligi geregi de-
gisme 0zelligi yoktur. Ama degisme 6zelligi olan istisnai 6rnekler vardir.

1.2. Not: A # 0 ve B # 0 olan iki matris olsun. A - B = 0 olacak sekilde
matrisler vardir.

2 -1
-2 1

2 -1||11 1 2-2  2-2 0 0
AB: . = = =02><2
-2 1|2 2 -2+2 -2+2| |0 O

) 1 4 4 0
Ornek: A:{O 0} ve B:{ ) 0} matrisleri i¢in A - B matrisini bulu-

N 1 1
Ornek: A :{ } #0 ve B= L 2} # 0 iki matrisi verilsin.

nuz.

. 1 4|4 O 1.4+4.(-1) 1.0+4.0| |0 O
Coziim: A-B= . = =

0 0|/|-1 0| [{04+0.(-1) 0.0+0.0] |0 O

1.3. Not: A# Ove A-B = A-Ciken B # C olabilir. (Determinant konu-
sunda bdyle tanimlanan A matrisinin determinanti sifir oldugu izah edilecek-
tir. Yani A # 0 ama A matrisinin determinanti sifirdir.)

N 3 2 1 3 3 1
Ornek: A= #0, B= ve C= matrisi verilsin. B # C
6 4 4 1 1 4

oldugu halde
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oldugu halde A-B = A- Cdir.

1.5. Teorem: I, n X n boyutunda bir birim matris her n € N olmak iize-
re,
"=1
dir.
ispat: Once I =1-1 yibulahm.I-1=T = [t;] seklinde olsun. Oyley-
se,
t4 =0:-04+0-0+--+1-1+---+0-0=1
dir. Elde edilen verileri matris formunda yazilirsa I matrisin kendisi oldugu
gozukiir. Buna gore
12 =1
dir. Benzer sekilde I3 =1, ..., I® = I bulunur.

N 1
Ornek: A= {0 } ise A100 {j bulunuz.

-A2—1 311 3] |10
Cozum: =lo _1lo —117l0 1

bulunur. Buna gore,
A? =1 olacagindan A% = (A?)%0 =[50 =]

elde edilir.

e [203[2 3]_[7 0]_[10]__.
Contim: A= ol —2Te 717 o 1"

AZOO — (A2)100 — (7 . 1)100 — 71001100 — 7100 -]

. 2
Ornek: A= L } ise A200 4 bulunuz.

. 1
Ornek: A= { } ise A3 i bulunuz.
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T 2 -1
Cozim: A"=A-A= 3 .
-1 1 -2 2 8 0
AP=A-A*= . = =81,
-3 -1 6 -2 0 8
. 2 0. ” .
Ornek: A= 1 2 ise A“* matrisini bulunuz.

2 0 2
Coziim: A*=A-A= 20
1 2] 22t 2
2 Y 3
A AL AT 2> 0 2 0
1 2]|2:2 22 322 2
2 0] 2° *
AY=A-Ad= . 2 0 — 2 0
1 2]|32 22| |42 2

A A AT - 2 0‘. 2 0 | 2¢ 0
1 2](23.2 28| |24-28 2%

.. 1 3 o o o 1 3n
Ornek: A= Ya, matrisi verilmis olsun. Her n € N i¢cin A" = 1

o

dir.

Coziim: Bu 6rnegi tlimevarimla gosterelim.

1 1C1 A
n ¢cin olup dogrudur

1 3k
ii) n =k igin A" :{O 1 } dogru oldugunu kabul edelim. n=k+1

R & B X1 S § |
icin A" = 0 i dogrulugunu gosterelim.
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kit . {1 3“1 3.11 [1 3.(k+1)}
A =AA = _ -
0 1/lo 1] [0 1

. 1 3n|
O halde hern € N icin A" = 0 1 dir.

. 2 0. 100 .
Ornek: A= 1 2 ise A" matrisini bulunuz.

Comim: AZ:{Z o}{z 0] [4 0} {22 o}
1 21 2_ 22 2°

2
122 22} {32 23}

1

of

2

A4=A-A2=2 0]
1 2)3.2 2° 42 24

A0 _ AL A% = 2 0| 2” 0 _ 2100 0
1 2)199.2 2| [100.2 2'°

A3:A-A2:{

olur.
1.6. Teorem: A, # 0ise A° = I, dir.
ispat: m € R\{0 }
m
A0 = AM—m — AmA-M — i—m =1
AOIn><n =1- In><n
A° = Lnxn
olur.

1.16. Tanim: A ve B kare matrisi verilmis olsun. Eger A- B = B - A olu-

yorsa A ve B degismeli matrisler, eger A- B = —B - A oluyorsa A ve B ters de-
gismeli matrisler adi verilir.
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; 1 2 2 -1| . 0 1 5
Ornek: A= ve B= icin A-B=B-A= oldugun-
2 3 1 1 11

dan A ve B degismeli matrislerdir.

; 1 -1 1 1] . -3 2
Ornek: C= ve D= icin C-D=-D-C= oldu-
2 -1 4 -1 2 3

gundan C ve D ters degismeli matrislerdir.

1.18. Tanim: A, ,,, kare matrisi verilmis olsun. Eger A- B = I, ve
f(x) = apx" + ap_1x* 1+ a,_,x""% 4+ -+ a;x+ a3
polinomu tanimli iken,
f(A) = a,A" + a,_ A"+ a,_,A" 2 + -+ a;A + agl
biciminde matrislestirmeye polinom matrisi adi verilir.

.. 2
Ornek: f(x) = x?> + 4x+ 3 ve A =L 0 } ise f(A) i bulunuz.

Cozim: f(A) = A? + 4A + 31 olacagindan
C 2 -1z -1] [3 -2 8 —4 30
A= = , 4A= , 31=
1 0|1 O 2 -1 4 0 0 3
14 -6
f(A)Z{ }

6 2
bulunur.

1.7. Teorem: f(x) ve g(x) iki polinom ve A, bir kare matris olsun. bu
takdirde;

i) (f+g)(A) =1(A) +8(A)

i) (f-g)(A) =f(A) - g(A)

ii) f(A)-g(A) = g(A) - f(A)
dir.

Bu teoremin ispati okuyucuya birakilmistir.

BiR MATRISIN CARPMA ISLEMINE GORE TERSI
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1.17. Tanim: A,,, kare matrisi verilmis olsun. Eger A-B = [,,ve
B - A = I,,«, olacak sekilde B matrisi varsa, B matrisine A matrisinin tersi de-
nir. B = A7 ile gosterilir. Burada,
AAT=A1TA=1,
olacaktir. Buna ¢arpmanin ters eleman 6zelligi de denir.

; 4 7
Ornek: A= L 2} matrisinin ¢arpmaya gore tersini bulunuz.

b
} matrisi olsun.
C

a
Céziim: A matrisinin carpmaya gore tersi A~ ={
A-ATT=A1T-A=1,,
4 71ila b B 10
1 2[lc d| |0 1
4a+7c 4b+7d B 1 0
a+2c b+2d | |0 1
Matrislerin esitliginden,
4a+7c=1 4b+7d=0
a+2c=0 b+2d=1

denklemleri elde edilir. Bu denklemleri ¢ozersek,
a=2b=-7c=-1,d=4

oldugundan

4 7
bulunur. Buna gore Az[1 2} matrisinin ¢arpmaya gore tersini

1 2 _7 s
A = 4 elde edilir.

1 2 3
Ornek: A={0 1 4| matrisinin carpmaya gére tersini bulunuz.
0 0 1

1

a, a, a
Coéziim: A matrisinin ¢arpmaya gore tersi A" =|b, b, b,| matrisi
c, ¢

3

1 2 3

olsun.
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A-AP=A"1T A =10,
oldugundan
1 2 3|la, a, a, 1 00
0 1 4||/b, b, by|=|0 1 0
00 1)|¢c, ¢ ¢ 0 01
la,+2b,+3c, a,+2b,+3c, a,+2b,+3c,] [1 0 0
b, +4c, b, +4c, b,+4c, |=(/0 1 O

C, C, C, 0

o
—_

Matrislerin esitliginden,
al+2b1+3C1=1 az+2b2+3C2 =O a3+2b3+3C3 =O

b; +4c;, =0 b, +4c, =1 b; +4c; =0

c;=0 c, =0 c3=1
denklemleri elde edilir. Bu denklemleri ¢ozersek,

b; =0 b, =1 b; = —4

a; =1 a, = —2 az =5

1 2 3
bulunur. Buna goére A=|0 1 4| matrisinin c¢arpmaya gore tersini
0 01

1 -2 5
A'=[0 1 -4/|eldeedilir. //
0 0 1

Matrisin tersinin bulunmasi ile ilgili iki yontemden ileri de bahsedile-
cektir. Bunlardan biri determinant yontemi determinant konusunda, digeri
Echeleon (Eselon) yontemi lineer denklem sistemleri konusundadir.

1.19. Tanmim: A,,, kare matrisi verilmis olsun. Eger A-B = I,,,, ve
B - A = I,,«, olacak sekilde B matrisi yoksa A matrisine singiiler (tekil) mat-
ris denir. Yani singiiler (tekil) matris tersi olmayan matrislere denir. Tersi
olan matrislere ise regiiler (diizenli) matris adi verilir.

N 1 2
Ornek: AzL 6} matrisini tersi var midir?

a
Coziim: A™ :{
c

} olsun. Buna gore A - A~! = I olacagindan,
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1 2 ab_a+2c b+2d_10

3 6||c d| |3a+6¢c 3b+6d| |0 1
olmalidir. Matrislerin esitliginden,

a+2c=1 b+2d=0

3a+6¢c=0 3b+6d=1

denklemlerinin ¢6zimu yoktur. Buna gore A matrisinin tersi yoktur, oyleyse
singiiler matristir.

1.8. Teorem: Eger bir matrisin tersi varsa tektir.

ispat: B ve C, A matrisinin iki tane ters matrisleri olsunlar. O zaman,
A-B=B-A=I,veA-C=C-A=1,
dir. Simdi
B:I,=B-(A-C)=(B-A)-C=1,-C=C
olup A matrisinin tersi varsa tektir.

1.9. Teorem: A ve B, n X n boyutunda terslenebilen kare matrisler ol-
mak lizere, matrislerin ¢carpmaya gore tersinin asagidaki 6zellikler vardir:

) Al=I-A=A

i) (A=A

i) (0 A)T =14, (a€R\(0D)
iv) (A-B)L=B1l-A

v) (A7 =(ATHE, (ke N)

ispat: i) A,xpn Ve I,xpn biciminde iki matrisi verilsin.

Apxn “Inxn = Chxn
olsun,

0

cii:[ai1 a, . ain].l =a,-0+..+a,-1+..+a, b _=a,

1

0
bicimindedir. Buna gore A-1 =1-A = Adir.

ii) Ay« matrisi ve I, birim matrisi verilsin.
(A_l)_l ,A—l =1
[(AD)"1-A"1]-A=1-A
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(A1 (A1-A)=A
(ADH1-1=A
(A D) 1=A

iii) a € R\{0} ve A« Olsunlar.
AAT=A1TA=1,
oldugunu biliyoruz. Burada

(0 ) (2-A7) = (5 A7) (@A) = Ly

oldugunu gostermeliyiz.
1 a1y oy L -1 _
((X'A)(a'A )—OL'a'A'A = loxn

1, 1,
E.A (OL-A)=(x-a-A A =1,
dir.

iv) (A-B)™! = B! A71 oldugunu géstermek icin,
(A-B)- (B -A™)=(B""A) (A*B) =l
oldugunu gostermemiz gerekir.
(A . B) . (B—l .A—l) — [(A . B) . B—l] AL
[A-(B- B—l)] A1

V)A-AT =14,
(A / A_l)k — Ik
Ak . (A—l)k =1
(A7 [AC - (ATD] = (A9
[(Ak)_l L AK] - (AR = (Ak)1
I- (A—l)k — (Ak)—l
(A—l)k — (Ak)—l

dir.

1.10. Teorem: A, ve B, iki matris, A # 0 ve tersi olan matris olsun.
Bu takdirde A- B = 0ise B = 0 dir.
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ispat: A-B=0
Al-(A-B)y=A"1-0
(A1-A)-B=0
[-B=0
B=0

1.11. Teorem: A, , Brxn Ve C,xp tersleri olan matrisleri igin,
A-B=A-CiseB=C

dir.
ispat: A, B ve C tersi bulunan birer matrisler olsun. Bu takdirde,
A‘l-(A'B) =A‘1-(A'C)
(A"l'A)'B= (A_l-A)'C
[-B=1-C
B=C
olur.

BiR MATRISIN TRANSPOZU (DEVRIGI)

1.20. Tanim: Bir m X n boyutunda A matrisin ayn1 numaral satirlarini
slitun, stitunlarini da satir yapmakla elde edilen n X m boyutundaki yeni mat-
rise A matrisinin transpozu (devrigi) denir. AT ile gosterilir.

A= [ai]']an ise AT = [aji]nxm
4
Ornek: B= ise B =|-1 3| dir.
0 3 5 2x3 2

3x2

) 3 2 2 -1,
Ornek: A= ve B= ise 3AT + 2BT nu bulunuz.
10 0 4
- 3. 2. ¢ |31 r | 2 0. )
Cozim: A= ise A’ = ve B = dir. Buna gore
10 2 0 -1 4

T T 31 2 0| (9 3 4 0| [13 3
3A" +2B =3 +2 = + =
2 0 -1 4| |6 0] |-2 8 4 8

elde edilir.
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N 3 2
Ornek: A= A 5} ise A - AT nu bulunuz.

2 5
AAT—32 3 2] [17 16
" 14 s5||4 5| |32 33

1.12. Teorem: o € R, A, B, C birer matris olsunlar.

) (@AD"=

i) (a-A)T=a-AT

iii) Ave B, m X nboyutunda iki matris ise (A + B)T = AT + BT
iv) A, m X n boyutunda B, n X p boyutunda ise (A-B)T = BT - AT
v) (AHT=@N"!

- 3 2 . [3 4
Cozim: A= ve A" =
|4 5

ispat:i) A = [aij]mxn olmak iizere,

T
GORE ([aij]lxn) = [aji]zxm = layl = A

dir.
ii)A = [aij]an , o € R olmak tizere,
T
A= (o [ayl,,.,)
( ajj mxn)
[ ll]nxm
- o [ Jl]n><m
T
=a-([ag],,,,)
=a- AT
dir.

iii) A= [ay] veB=[by] _ikimatris,
T
A+B)T = [yl + [Pl n)
T
= (la+bul,,.0)

= ([e],,.0)
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dir.
iv) A = [ai]-]mxn veB = [bij]mxn olsun. Matrislerde ¢arpma tanimindan
A-B=a, b, +a,,-b, +..+a, b, =Zai]. by =¢y,
=1

bulunur. Burada transpoz islemi uygulanirsa
T
(A-B)T = [e5] =]
Ci =Z:a].k ‘b
j=1

elde edilir. Buna gore,

T
(A-B)' =|:Zl‘,aij 'bjk:| ={leka 'aji} =B"-A'
= =

nxm

dir.

v) A tersi olan bir matris ise,

A-Al1=1
A-ADHT=1T, aT=Dn
(AHT. AT =, (iv den)
[(A™D)T-AT]- (At =1-(AD)!
(AT [AT-(AD) ] = (AT)?
(A—I)T = (AT)—l
(A_l)T — (AT)—l

dir.

- a 4 25 -7
Ornek: A= ve B=
1 b -7 2

matrisleri icin A - AT = BTolduguna gére, a ve bin degeri nedir?
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. + a1 : |25 =7
Cozim: A" = , B =
4 b -7 2

AAT_|2 4.a 1| _|a°+16 a+4b| |25 -7
1 bj|4 b] |a+4b 1+b*| -7 2
a’+ 16 =25isea = +3
1+b%=25iseb=+1
bulunur. Ama a + 4b = —7 denklemini a =3 i¢in b = —% saglamaz. Fakat

a = —3icinb = —1 saglar.

SIMETRIK ve TERS SIMETRiIiK MATRISLER

1.21. Tanim: Bir kare matrisin her elemani esas (asal) kosegene gore
simetrik olan matrislere simetrik matris denir.

X m t
Ornek: A=m y n
t n z

Esas kdsegen x, y, z olup m, t, n birer simetrik oldugundan A matrisi simetrik
matristir.

2 -1 2 0

- -1 3 5 7
Ornek: A=

5 8 9

0 7 9 10

Esas kosegen 2, 3, 8, 10 olup -1, 2, 0, 5, 7, 9 birer simetrik oldugundan simetrik
matristir.

1.22. Tanim: Bir kare matrisin esas (asal) kosegen tlizerindeki eleman-
lar sifir ve esas kosegene gore simetrik elemanlarin toplamai sifir olan matris-
lere ters simetrik matris denir.

0 m -t
Ornek: A=|-m 0 n
t -n O
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Esas kosegen 0 olup simetrik elemanlarin toplami sifir oldugundan A matrisi
ters simetrik matristir.

e -1 0 5 -7
Ornek: A=

-5 0 9

-8 7 -9 0

Esas kosegen 0 olup simetrik elemanlarin toplam sifir oldugundan A matrisi
ters simetrik matristir.

1.13. Teorem: A bir kare matris olmak tizere,
i) AT = Aise A simetrik matristir
ii) AT = —A ise A ters simetrik matristir.

Bu teoremin ispat1 okuyucuya birakilmistir.

2 -3 4
Ornek: A=|-3 5 8| matrisinin 6zelligi nedir?
(2 -3 4] 2 -3 4
Coéziim: A=|-3 5 8|veA'=[-3 5 8
4 8 7 4 8 7

oldugundan A matrisi simetrik matristir.

12 3 6 |
Ornek: B=(-3 9 —11| matrisinin 6zelligi nedir?
-6 11 4 |
(12 3 6 | 12 -3 -6
Coziim: B=|-3 9 -11|=B"veB'=| 3 9 11
-6 11 4 | 6 -11 4

oldugundan B matrisi ters simetrik matristir.
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1.14. Teorem: A bir kare matris olmak tizere,
i) B=A + AT ise BT = B yani B matrisi simetrik matris,

ii) C = A — AT ise CT = —C yani C matrisi ters simetrik matristir.
ispat:
d;; A, Qg3 o Ayy d;p Ay Ay a;;
Ay Ay Ay Ay, d;, Ay Ay ay
_ T _
A= dzy  dz Az dz, ve A = i3 dyz Az vt Qg
_anl an2 an3 T ann nxn _aln a2n a3n T ann _nxn
oldugundan
d;; 3 Ay a;, d;; Ay Ay a;
dy; Ay Ay a;, di; Ay Az A
. _ T _
i) B=A+A =la;, a5 a5 - A, |[+|a3 Ay a5 o Ay
_anl anZ ar13 ann_ _aln aZn a3r1 ann_
d;tay; A, +ay agztag o A, +ag
Ay Tay, Ay tay Ay tag oo A, 1A,
=[Q3 Ta;3 Az +aA;; A3 +Az; o Az, +aA,
_anl +a1n anZ +a2n an3 +a3n T arm +ann_

olup B matrisi simetrik matristir.

ii benzer sekilde gosterilir.

3 -2 1
Ornek: A=|4 5 2 | matrisini simetrik ve ters simetrik matrise
8 0 -1
ceviriniz.
3 4 8

Coziim: A"=|-2 5 0 | oldugundan,
1 2 -1
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3 -2 1 3 4 8 6 2 9
i) B=A+A"={4 5 2 |+|-2 5 0 |=[2 10 2 | olup simet-
8 0 -1 1 2 -1 9 2 -2

riktir
3 -2 1 3 4 8 0 -6 -7
ii) C=A-A"=|4 5 2|-|-2 5 0|=|6 0 2| olup ters
8 0 -1 1 2 -1 7 -2 0
simetriktir.

1.15. Teorem: A ve B matrisleri simetrik (ters simetrik) olsunlar. AB
nin simetrik (ters simetrik) olmasi icin gerek ve yeter sart A ve B matrisleri
degismeli (ters degismeli) matrisler olmalidir.

ispat: =>: A ve B matrisleri simetrik olsunlar. Bu takdirde,
(AB)T = AB
dir. 1.12. Teorem ve 1.13. Teoreme gore,
(AB)T = BTAT = BA
dir. Buna gore, AB = BA olacagindan A ve B matrisleri degismeli matrislerdir.

<: A ve B matrisleri degismeli matrisler olsun. O halde AB = BA dir.
Ayrica
(AB)T = BTAT = BA = AB
dir. Buna gore A ve B matrisleri simetriktir. //

Bu teorem ters simetrik matrisler icinde gecerli oldugunun ispati oku-
yucuya birakilmistir.

ORTAGONAL MATRISLER

1.23. Tanim: A bir kare matris olmak iizere, AT = A~! ise A matrisine
ortogonal matris denir.

Ornek: C :{ 0 } matrisinin ortogonal oldugunu gésteriniz.
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-1 0 -1 0
Coziim: C' = ve C'=
0 -1 0 -1

oldugundan C matrisi ortogonal matristir.

cost sint

(")rnek:A:[ .
—sint cost

} matrisinin ortogonal oldugunu gosteriniz.

- 1 . |cost —sint
Cozim: A~ =A"=|
sint cost

NORMAL MATRISLER

1.24. Tanim: A bir kare matris olmak tizere, AAT = ATA ise A matrisine
normal matris denir.

) -2
Ornek: A :{2 4 } matrisinin normal matris oldugunu gosteriniz.

AAT = 4 201 4 2 B 20 0
12 4|-2 4| |0 20
T 4 2114 -2 20 0
A A= =
-2 412 4 0 20
AAT = ATA oldugundan A matrisi normal matristir. Ama bu A matrisi ayni
zamanda simetri, ters simetri ve ortogonal matristir.

4 2
Coziim: A" ={ ) J olacagindan

1.16. Teorem: A bir 2 X 2 normal matris olsun. O zaman A, ya simetrik-
tir veya bir skaler matrisle bir ters simetrik matrisin toplamidir.

Bu teoremin ispati okuyucuya birakilmistir.

UCGEN MATRISLER
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1.25. Tamm: Bir A = [ajj],x, kare matrisinde, i < j i¢in a;; = 0 ise bu
matrise Ust liggen matris; i > j iken aj; = 0 ise alt iggen matris denir.

a1 A A3 o Qg a; O

0 Ay Ayttt Ay, a;; Ay

A=l 0 0 a;; -+ a,, |veyaB=|a, a,
i 0 0 o - a, | ENEE:*

A Ust liggen matris, B alt licgen matristir.

-4 0 0 5 10 3
Ornek: A=| 6 7 0| veyaB=|0 7 -6
9 8 3 0 0 8

A alt licgen matris, B list licgen matrislerdir.

0O - 0]
333 0
an3 ann_

1.17. Teorem: A, ., ve B,y, Ust (alt) licgensel matrislerinde;

i) A+ B matrisi

ii) kA matrisi

iii) AB matrisi

iv) f(x) polinomu i¢in f(A) matrisi
birer iist (alt) licgensel matrislerdir.

PERiIYODIK MATRISLER

1.26. Tanim: A bir kare matris olsun. k € Z* olmak iizere AK*1 = A ise
A matrisine periyodik matris denir. Periyodik matrislerde 6zel olarak k = 1 ise

idempotent matris, AK = 0 ise nilpotent matris denir.

1 -2 -6
Ornek: A=(-3 2 9 | matrisinin periyodunu bulunuz.
2 0 -3
1 -2 -6

Cozim: A*°=|-3 2 9
2 0 -3
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1 -2 -6[[1 -2 -6[1 -2 -6
=|-3 2 9|-3 2 9|-3 2 9
2 0 -3]2 o0 -3]2 0 -3
1 -2 -6
=|-3 2 9
2 0 -3
=A
oldugundan periyodu k = 2 dir.
2 -1 1
Ornek: A=|-3 4 -3 ise A2yibulunuz.
-5 5 -4
2 -1 12 -1 1
Coziim: A*=|-3 4 -3|-3 4 -3
-5 5 —4||-5 5 -4
4+3-5 —2—-4+5 2+3-4
=| -6-12+9 3+16-15 -3-12+12
| -10-15+20 5+20-20 -5-15+6
(2 -1 1
=|-3 4 -3
-5 5 -4
=A

oldugundan periyodu k = 1 dir. Buna gére bu matris idempotent matristir.

2 -2 -4
Ornek: A=| -1 3 4 | matrisinin periyodunu bulunuz.
1 -2 -3
2 -2 -4

34
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2 -2 -4 2 -2 -4
=l-1 3 41-1 3 4
1 -2 -3|1 -2 -3

2 -2 -4
=-1 3 4
1 -2 -3
=A

oldugundan periyodu k = 1 dir. Buna gére bu matris idempotent matristir.

1 1 3
Ornek: A=| 5 2 6 | matrisinin nilpotent matris oldugunu gés-
-2 -1 -3
teriniz.
1 1 3T [0oo0o0
Coziim: A’=| 5 2 6| =|0 0 0| oldugundan nilpotent matris-
-2 -1 -3 0 00
tir.
PERMUTASYON MATRISLER

1.27. Tanim: Her satirinda ve siitununda yaliz bir elemani 1 ve diger
biitiin elemanlar1 0 olan kare matrislere permiitasyon matrisleri denir.

Ornek: A=

(=T )
_ O O

1
0 | matrisi bir permiitasyon matrisidir.
0

Ornek: Her birim matris, bir permiitasyon matrisidir.

DAIREVI DONME MATRISLER

1.28. Tanim: Her bir satiri, bir 6nceki satirin ileriye dogru terimlerinin
bir adim dénmesiyle elde edilen ve ilk satirin bir dairevi pemiirasyonu olan
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d;; A, Ayz ot Ay

Ay Ay Ayt Ay

A= dzy dz; dzz ot dg,
_anl an2 an3 ann_

bicimindeki matrisler, dairevi donme matrislerdir.

3 5 6
Ornek: A=|6 3 5| bir dairevi déonme matrisidir.
5 6 3

Ornek: Her permiitasyon matrisi bir dairevi ddénme matrisidir.

BLOK MATRISLERI

1.29. Tanim: Yatay ve diisey dogrular1 kullanarak bir A matrisini bir-
kac¢ parcaya ayirarak elde edilen matrise A'nin bloklar1 (veya hiicreleri) adi
verilir.

4 -1 ¢ 5 3 4 1 ¢.5 3
Ornek: A=|e 2 2 10 8| matrisi A=|¢ 2 2 0 8] pjg-
2 3 0 7 2 m 3:0 7

minde bloklara ayrilirsa;

4 1 3
AFL , (ﬂ,Azz[O 8},;\3:[2 x 3], A,=[0 7]

ul

olur.

1.30. Tanim: Bir A matrisi asagidaki sekildeki gibi blok matrisi olsun.

A11 A12 A13 e A1n

A21 Azz A23 e AZn

A= A31 A32 A33 e A3n
_Aml Am2 Am3 : Amﬂ Jdmxn

Bu blok matrisini A = [Aij]mxn biciminde gosterelim.
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A= [Aij]mxn veB = [Bij]mxn gibi iki blok matrisini alalim.

) A+B=[ay]
i) kA = [kAy]

+[Ag] = [Aj +By]

mXxn

dir.

1.31. Tanim: A = [Aij]mxn veB = [Ajk]nxp seklinde iki matrisi verilsin.

Blk

B n
Co=[Ay Ay = Al 7 |=A,By+A,By+.+A, B, =Y A B,

: =1

Bnk

toplamiyla bulunan C = [Cix]m«p, matrisine A ile B blokl matrislerinin ¢arpimi
denir ve

A-B= [Aij]mxn[Bjk]nxp = [Bixlmxp = C

bicimindedir.

4 -2 0 0

2100 O
2 3 00

. 53 00 0
Ornek: A= ve B=|0 0 2 1

0 0 3 2 -1
0 0 4 2

006 5 1
0 0 11

ise AB’yi bulunuz.

Coztim: Bu iki matrisi kolon matrislerine ayiralim.

2 1 0 0O 0 0 3 2 -1
Alz ,Azz ,A3: 'A4:
53 0 0O 0 0 6 5 2

7 _5 0 0 0 0 2 1

B, = , B, = ,B,=|0 0|, A,=|4 2
1 23 2 00 3 4

0 0 11

olup A,, Az, B,, B3 birer sifir matrislerdir. Buna gore;
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2 1 -2
|:5 3:| 02X3 2 3 2x2
A= ve B= 2 1
3 2 -1
02><2 6 5 2 02><3 4 2
1
olacagindan
2 14 -2
02><2
5 312 3
AB= 2
0 3 2 -1 .
2x2 6 5 2
1
710 -1 10 -1 0
02><2
Ap_| 26 1 |26 -1 0
- 0 13 61| |0 o0 13
»e 30 18 0 0 30 18

sonucu bulunur.

ECHELON (ESELON) FORM YONTEMI

1.30. Tanim: Bir A = [ai]-]mxn matrisi verilsin. Asagidaki tanimlanan

islemlere elementer satir (stitun) islemleri denir.

i) i #j olmak lizere S;veS; satirlar1 (situnlar) yer degistirilebilir,
Si Ad S] dir.

ii) i # j ve oy, a; € R — {0} olmak tizere S; ve S; satirlar1 (stitunlari) i¢in
S, satir (siitunu) yerine
1S + ayS;
yazilabilir, ¢;S; + «,S; = S; dir. (Burada kompleks say1 durumu s6z konusu
oldugunda kompleks say1 da alinabilir.)

Bu sekilde bir Bir A = [aij]mxn matrisinin yazilmasina Echelon (Eselon)

yontemini adi verilir.
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1.31. Tanim: Bir A matrisine elementer satir (stitun) islemleri uygu-
landiginda elde edilen B matrisi, A matrisine denktir denir. Bir A = B ile goste-
rilir.

1 2 8
Ornek: A=|3 7 4| matrisini Echelon yo6ntemi uygulayarak
2 -1 3
1 0 48
B=|{0 1 -20 | matrisielde ediniz.
0 0 -113
1 2 8
Coziim: A= 7 4 ,  —3S5; +S, = S; uygulanirsa
2 -1 3
1 2 8]
~0 1 -20 , —2S; 4+ S;— S, uygulanirsa
2 -1 3 |
1 2 8
~|0 -20| , 2S5, +S; = S; uygulanirsa
0 -5 -13]
1 48
~| 0 -20| , 5S; +S3 — S3uygulanirsa
0 -5 -13]
1 0 48
~ 1 -20 |=B
0 0 -113
bulunur.

ECHELON FORM YONTEMi UYGULANARAK TERS MATRISIN ELDE
EDIiLMESI

1.18. Teorem: Bir Bir A = [aij]nxn kare matrisi ile I = [Iij]nxn birim
matrisinin birlesiminden olusan Al = [ai]- : Iij]mxn matrisine Echelon yontemi
uygulanirsa,

IA_1 = [11] aﬁl]

mxn
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matrisi elde edilir.

ispat: Al = B matrisi olarak alalim. Burada B = [ai]- : Ii]-]m><n yazilmak-
tadir.
Bl=@ADt=1"1A1=]A"1
oldugundan,
-1 _ s -1
AT = [l ¢ a ]mxn
matrisi elde edilir.

1.32. Tanim: Bir A = [aij] matrisini IA™1 = [Ii]- : aﬁl] bigiminde
mXn mXxn
yazima kanonik bi¢cim adi verilir.

3 5
Ornek: A=|-2 0 4| matrisinin varsa tersini bulunuz.
6 4 7
Cozum:
3 1 5100
Al=|6 4 7:0 1 0 , S; © S5 uygulanirsa
-2 0 =40 0 1
(-2 0 =40 0 1
~ 6 4 7:0 10 , S, +35,-S,,—-2S; —35;, - S,
'3 1 5100
(-2 0 -4 0 0
~0 4 -5:0 1 3 |,S, e Szuygulanirsa
' 0 -2 2 -2 0 -3
-2 0 4 0 0 1 )
~0 -2 2:-2 0 -3|, ESZ < S,uygulanirsa
10 4 -50 1 3
-2 0 4 0 0 1
~ 0 -1 1:-1 0 -3/2|, S3 +4S, > S; uygulanirsa
10 4 -50 1 3
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-2 0 4 0 0 1
~|0 -1 1:-1 0 -3/2
0 0 -1-41 -3
-2 0 0 16 -4 13
~| 0 -1 0:-5
0 0 -1-4 -3
1 0 0-8 2 -13/2]
~[0 1 0:5 -1 9/2
001 4 -1 3/2
bulunur. Buna gore,
-8 2 -13/2
A'=|5 -1 9/2
4 -1 3/2 |
dir.
COZUMLU ALISTIRMALAR

41

) SZ +S3_>Sz,Sl _4‘83_)81

1 —9/2|,~5S; = S1, =S, > S5, —S5 > S

1. Elemanlary, (Zs, +,) olan,

S

1
B=|_
:

x

matrisleri icin de carpma kural gecerli ise A - B carpimi asagidakilerden han-

gisidir?

=N

ARIE

Cevap: D



1
2 A{
-1

A) (_2)100 -1

Coziim: A® =
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J ise A300 matrisi asagidakilerden hangisidir?
B) 2.1 ()31 D) 5.1 E) 7'
1 31 3] (-2 6
-1 1] -1 1] [-2 -2
, |1 3||-2 6 -8 0 10 3
A= = =(-8) =(-2)1
-1 1|-2 -2 0 -8 01
(A3 )100 — (_2 . 1)100 — (_2)100 .1100 — 2100 I
Cevap: B

2
-3

3
3.
:

kactir?
A) 100

Cozum:

4. Bir Ay xn
sonucu nedir?

A)A B)B

B) 200 C) 300

100
} matrisinin sonucu 3"I (I birim matris) ise n’nin degeri

E) 500

s {

D) 400
2

CH|

2

i

JJ

50 50
2" _gw[1 0
-3 0 1
100
2 — 3100 I
-3

Cevap: A

matrisi ve B = AT — A verilsin. BT (transpozesi) ifadesinin

C)-A D)AT E)-B
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Coziim: BT = (AT —A)T = (AT —AT=A—-AT=-B
Cevap: E

5
5. LXO } matrisinin tersi kendisine esit olduguna gore a asagidaki-
y
lerden hangisidir?
A)5 B)6 (€7 D)8 E)9
Coziim: A =A"1veA A1 =TiseA? =] dir.
x 5(x 5] |10
10 y|l10 y| [0 1

Xx'X+5-10=1

x=17
Cevap: C
2
6. [5 -2 X 4] : =[15] olduguna gore, a kagtir?
1
A)1 B)2 (€3 D)4 E)S5
Cozim: [5+2 —2x+3x+4-1] =[15]
x=1
Cevap: A

a
7. 2 1|=

12413{
2 1 54 2

b} ise a — b toplami kactir?

A)2 B)3 (04 D)5 E)6

Cozum:
a=1-1+2-24+4-4=21veb=2-34+1-1+4+5-2=17
a—b=21-17=4
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Cevap: B

4 2
8. A:{ 1 2} ve f(x) = x? — 2x + 1 toplam asagidaki matrislerden

hangisine esittir?

7 8 8 7 7 8 8 7 10
S R R M B PR

Cozim: f(x) =x2 —2x+ 1 = (x— 1)%ise f(A) = (A — I)? dir.

A_h[4 ﬂ_r ﬂ:{3 ?

-1 2|0 1| |-1 1

(A—IZ:{B 2}[3 2}:{:;3—24_ 32+2s1}:{7 8}
-1 1f|-1 1| |-13-1-1 -1-2+2:1| |-4 0

Cevap: C

3 4 4 1] 5 ) o
9. A= o ve B= xe, olduguna gore, (A + B)T asagidakiler-

den hangisidir?

6 3 7 4 (7 3 7 3 7 3
S T | A BT A T

Cevap: D

10. 4x+y N -3x+y _ 5
—3x+2y 2x—y 3

esitligini saglayan xy nin degerleri asagidakilerden hangisidir?
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A)0 B)-1 (€1 D)-2 E)2

Cozum: Matrislerde toplamadan
{ 4x+y }J{—3x+y} ={5}
—3x+2y 2x—y 3
X+2y | |5
ks

bulunur. Matrislerin esitligi geregi
X+ 2y =5ve-x+y=1

denklemleri elde edilir. Bu iki denklem ¢6ziiliirse x = 1,y = 2 bulunur.
Cevap: E
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