8. BOLUM
PARAMETRIK DENKLEMLER

PARAMETRIK DENKLEM KAVRAMI

8.1. Tanim: AcR, f:A—>R, y=f(x) fonksiyonu her A(x,y) noktasinda
stirekli olsun. Yine g,h:A— R iki stlirekli fonksiyon olsun. x=g(t), y=h(t) gibi
fonksiyonlar1 olarak tanimlaniyorsa x=g(t), y=h(t) denklemlerine y=f(x)
parametrik denklemi denir. Buna gore y=f(x) fonksiyonu f(t)=(g(t),h(t)) bi-
cimine doniusir.

Bu denklemler t yok edilerek y=f(x) seklinde yazilabiliyorsa elde edi-

len bu denkleme de egrinin kartezyen denklemi denir. Lakin t yok edilerek
y =f(x) seklinde yazilamayan denklemlerde olabilir.

Ornek: x=g(t)=t+2 ve y=h(t)=2t+8 parametrik fonksiyonlarn ile
verilen fonksiyonun kartezyen denklemine ¢evirimiz.

Cozim: x=t+2 ise x—2=t olacagindan,
y=2t+8=2(x—-2)+8=2x—-4

dogru denklemi elde edilir.

Ornek: a,b,reR olmak iizere,
x=rcost+a ve y=rsint+b

paremetrik denkleminin merkezi M(a, b) ve yarigapi r olan ¢ember denklemi
oldugunu kartezyen denklemine gevirerek yapiniz.

Cozum:
X=rcost+a
rcost=x-a

cost=
r
ve
y=rsint+b
rsint=y-b

y—b
r

sint=
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elde edilir. Trigonometri bilgisinden,
cos’t+sin’t=1

2 2
(==
r r
(x—a)* +(y-b)*=r’
bulunur. Bu bir cember denklemidir.

Ornek:a,b,r € R olmak iizere,
x=acost ve y=Dhbsint
paremetrik denklemi elipsin denklemi oldugunu kartezyen denklemine cevi-
rerek yapiniz.

P y .
Cozlim: —=costve ==sint
a b

cos’t+sin‘t=1

(-

2 2
Xy
R A |
a? b?

PARAMETRIK DENKLEMLERIN GRAFIiGINiN Cizimi

Parametrik denklemix=g(t) , y =h(t)olan bir bagintinin da;

(i) g(t)=g(-t) ve h(t)=—h(-t) ise bagintis1 x-eksenine gore simetriktir.

(ii) g(t)=—g(-t) ve h(t)=h(-t) ise bagintis1 y-eksenine gore simetriktir.

(iii) g(t)=-g(-t) ve h(t)=-h(-t) ise bagintis1 O(0, 0) noktasina gore
simetriktir.

(iv) t, parametresi yok ediliyorsa y =f(x) ya da F(x,y)=0 sekline doniis-
tiralir.

Ornek:t R olmak iizere, x=g(t)=t>-3t ve y=h(t)=t* parametrik
denklemiyle verilen egriyi cizelim.

Cozim: g(t)=t>-3t ve h(t)=t*> fonksiyonlar1 herhangi bir [a, b] araligi
lizerinde strekli olduklarindan bu parametrik denklemler diizlemde bir egri
belirtir.

g(—t)=(-t)* -3(-t) =—(t* - 3t) =—g(t)
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h(-t)=(-t)*=t*=h(t)
oldugundan baginti y-eksenine gore simetriktir.

t [ -2 [_f3[-3/2]-1]-172]0] 172 [1]3/2] 3
x | -2 | o [ 9/8 | 2 [11/8] 0 |-11/8]-2

9/8
v | 4| 3 9411740 174 |1]9/4] 3 |4

=¥

OZEL EGRILERIN PARAMETRIK DENKLEMLERI

1. Dogrunun Parametrik Denklemi (Euclid, Jordan):

x=at+b, y=ct+d

2. Cemberin Parametrik Denklemi (Ahmes, Thales, Euclid,
Anaxagoes):

x=rcost+a ve y=rsint+b

3. Elipsin Parametrik Denklemi (Menaechmus, Euclid, Apollonius):

x=acost ve y=Dbsint
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4. Hiperboliin Parametrik Denklemi (Mnaechmus, Euclid, Aris-
teaeus, Apollonius):

x=asect, y=Dbtant

Ornek: x :L, y =3tant
cost

parametrik denklemlerin gosterdigi egrinin tiirti ve denklemi nedir?

i 1 X sint
Coziim: ——=— tant=" < =Y
cost 2 3 cost 3
x? 1 y* sin’t
A a2, Ve T2
4 cos“t 9 cos“t
x> y> 1 sin’t_ 1-sin’t cos’t _

1

4 9 cos’t cos’t cos’t  cos’t
hiperbol elde edilir.

5. Dort Disli Egrisi (Bernoulli, Leibniz):

x=acos’ t, y=asin3 t

-

=a

o
Q

6. Descartes Yapragi (Descartes, Roberval):

o 3at yo 3at?
1+¢3 1+t°
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dhy

6. Cembersi Egrisi (Cusa, Mersenne, Galileo):

x=at—hsint, y=a—hcost

7. Yildi1z1l Egrisi (Diirer):
a . . (a
x=(a—b)cost +bcos(g—1jt , y=(a—Db)sint —bsm(g—ljt
{
f

. A
. F
- ' I

8. Dairenin I¢c-Spirali (Huygens):

x:(a—b)cost+bcos[%—1jt, y=(a—b)sint—bsin(%—1jt



PARAMETRIK DENKLEMLER

_d___..-o-—'_ __\_\-\_'-\-\.
-~ o,
» S,
7 i ,
/ % I \
[ 4 A I\I\I'|
i / ! b
'I f--'_ ) ! 1
{ I I | |
]
L /)
N By
\ = /
\ ™,
l"'. .\__ _.-f/ ri
N — _ /
h% _ - o~
ﬁ"“-\-\.\_h__ B - -~
S
9. Lissajous-Bowditch Egrisi:
x=asin(nt+c), y=bsint
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10. Bobregimsi Egrisi (Proctor, Huygens, Airy)

x=a(3cost—cos3t), y=a(3sint—3sint)
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11. Plateau Egrisi:
__sin(m+n)t  _ sinmt.sinnt
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12. Talbot Egrisi:

_(az+fzsin2 t)cost _(a2—2f2+f2 sin®t)sint

a ’ b
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13. Cekme Egrisi (Huygens, Leibniz, Bernoulli)

=t—tanht
cosht’ y

14. Ug¢ Disli Egrisi (Euler, Steiner):

x=a(2cost+cos2t), y=a(2sint—sin2t)

15. Angesi Egrisi (Fermat, Grandi, Angesi):
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X=at, y= W
P Y
A N

16. Ust Cembersi Egrisi (Diirer):
x=(a+b)cost —bCOS(%+ 1jt , Xx=(a+b)sint —bsin(%+ 1jt
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17. Ust Tekerleksi Egrisi (Diirer):

x=(a+b)cost—ccos[%+1Jt , y=(a+b)sint—csin(%+1jt
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18. Alt Tekerleksi Egrisi (Hire, Desargues, Leibniz, Newton):

x:(a—b)cost—ccos(%—ljt, y=(a—b)sint—csin[%—1jt

PARAMETRIK DENKLEMLERIN TUREVi

8.1. Teorem: AcR, f:A—> R, x=g(t), y=h(t) parametrik denklemleri
ile verilen y =f(x) fonksiyonlar siirekli olsun.

dy _dh(t)/dt _h'(t)
dx dg(t)/dt  gl(t)

dir.

Ispat: Tiirevde zincir kuralindan,
dy dy dt dy/dt dh(t)/dt
dx dt dx dx/dt dg(t)/dt
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bulunur.

Ornek: x=t>—t, y=4t>+t? parametrik fonksiyonlarina gore tiirevi
nedir?

. 12t% +2
Coziim: dy _dy/dt _12t* +2t
dx dy/dt 2t—1

Ornek: 0<a< g , Xx=2cosa, y =2sinoa parametrik fonksiyonlarina gore,

x =1 i¢in tlirevinin degeri nedir?

Cozum: 0<a<g araliginda x=1 i¢in
1=2cosa

1
cosa=—
2

o=—
3

bulunur. Diger taraftan,

. dx .
X=2coso 1se — =-2sina
o

. d
y =2sina 1se Y _2cosa

do
seklidedir. O halde,
dy dy/dt 2cosa
dx dy /dt ~ —2sina

=—cota

bulunur. o :g oldugundan

 a\B

=—cot—=——r

3 3

dy
dx /3

bigimindedir.

8.2. Teorem: AcR, f:A—> R, x=g(t), y=h(t) parametrik denklemleri
ile verilen y =f(x) fonksiyonlari siirekli olsun.

dy d{(dy) 1

dx? _( ) dx /dt

dx

dx? - dt
dir.
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2
ispat: &Y d[dyjdt d(d_yj 1

dx? dtldx)dx dt\dx/dx/dt

Ornek: x=3t*+1, y =2t+3 parametrik denklemleri ile verilen fonksi-

yon i¢in jy ve (le_y yi bulunuz.
X X

Oozim: x=3t*+1 ise d—X=6t
dt

y=2t+3 ise d_y: 2
dt

y_2_1
dx 6t 3t
2
&y d( ja tdent 1 1_ 1

Xz dt 3dt’ ‘6t 3t2'6t  18t3

Ornek:x=1+sint , y=1-cost parametrik denklemleri ile verilen fonk-

2
siyon i¢in dy ve d—yyi bulunuz.
dx dx?

A .. odx
Cozim: x=1+sint ise d—:cost
t

. d
y =1—cost ise Y _sint
dt
dy _ oSt _ o
dx sint
d_y=i(cott)_ L =—(1+cot’t).sect =—csc?t.sect
Z o dt cost

Ornek: x=+t, y=t? parametrik denklemleri ile verilen fonksiyon i¢in

dy ve d—y yi bulunuz.
dx dx?

Cozim: x=+/t ise dx_ 1
dt 24t

y =t ise Y _o
dt

dy 1
dx 432
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dy df 1 1 13 ., 1 31
—2 = = | == == 2t =——.
dx?  dt\4t¥? )2t 4'2 2t 16'¢3

PARAMETRIK DENKLEMLERIN TEGET ve NORMAL DENKLEMLERI

Ornek: x=+/t, y:2t—% parametrik denklemleri ile verilen egrinin
t

t=4 deki tegetinin denklemini bulunuz.

Coziim: x=+/4=2, y:2.4—i:6 olup A(2,6) dir.

J4
d_X:_l , d_y:2+i
de 24t dt Jet
2
dy 2+
dy e e
dx dx 1
dt 24t
2
2+
_dy| e
mp=— = =9
dx[, 1
24
oldugundan tegetin denklemi,
y—6=9(x-2)
y=9x-12

8.3. Teorem: AcR, f:A—> R, x=g(t), y=h(t) parametrik denklemleri
ile verilen y=f(x) fonksiyonlar1 siirekli olsun. Bu takdirde parametrik fonksi-
yonun tegetinin denklemi,

g'(ty)

y=h(t0)+:§3 (x8(t4)) veya x=g(ta) o ElY—h(t,)

seklindedir.

ispat: f fonksiyonunun tonoktasindaki tegetinin egimi, g'(t,)#0 veya
h'(t,)#0 dir. Bu durum to noktasinda, g'(t,)#0 ise fonksiyonun bir diisey te-
geti vardir, h'(t,)=0ise fonksiyonun bir yatay tegeti vardir. Buna gére g've h’

stirekli iki fonksiyon ve bir to noktasinda her ikisi de birden sifir degeri almi-
yorsa,

x=g(t), y=h(t)
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parametrik denklemiyle verilen fonksiyonun (g(t,),h(t,))=(x,,y,) noktasin-
daki tegetinin denklemi,
YYo=y (X0)(x—%,)

h/ 1
y=h(t,)+ g,ggtx—g(ton veya x=g(t,)+ ﬁgi

(v —h(t,))

bulunur.

8.4. Teorem: AcR, f:A—> R, x=g(t), y=h(t) parametrik denklemleri
ile verilen y=f(x) fonksiyonlar siirekli olsun. Bu takdirde parametrik fonksi-
yonun normalinin denklemi,

_ RGP _ _h'(ty)
y=h(t,) h'(to)(x g(t,)) veya x=g(t,) o(t,)

(v —h(t,))
seklindedir.

ispat: 8.3. teoremde teget denklemi gosterilmistir. Normalin denklemi,
1

Y(%)

g'(t,) _ _ _hl(to)
h,(to)(x g(ty)) veya x=g(t,) 2(t,)

Y=Yo= (x=%,)

y=h(t,)-

(v —h(t,))

bulunur.

Not: Her teA, t=t, icin,

N o () L . .

i) hm% limiti var ve g'(t)<0veyag'(t)>0 ise fonksiyonun to nokta-
toty g

sinda tegeti vardir.

sy 1 ") L. ... . .

ii) 11m% limiti var ve h'(t)<0veyah'(t)>0 ise fonksiyonun to nokta-
t—ot,

sinda tegeti vardir.

iii) (i) ve (ii) satlarindan herhangi biri saglamiyorsa bu fonksiyon to
noktasinda tegeti yoktur.

Ornek: Parametrik denklemi x=g(t)=t*>,y=h(t)=t° olan fonksiyonun
tegetinin oldugu noktalar1 bulunuz.

Cozim: t=0 icin,

dy 6t _ dx 3¢ _ 1,

dx 3t? dy 6t° 2t3
oldugundan her noktada tegeti vardir.

2t3£0 ve
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limd—y =lim2t® =0
t>0dx t—0

ve her ticin,

x'=g'(t)=3t*>0
oldugundan fonksiyon t=0 noktasinda da tegeti vardir.
LV

Ornek: Parametrik denklemi x=g(t)=cos®t,y=h(t)=sin®t olan
fonksiyonun tegetinin oldugu noktalar1 bulunuz.

L2
Cozum: te(o,—ﬁj icin d—yzwz—tant;to
2 dx 3cos”t(-sint)
2 .
te(—E,OJ icin d—Xz—SCOS E( Slrlt):—cott:«rso
dy 3sin“ tcost

oldugundan her noktada tegeti vardir.
limd—y =lim—tant=0
t>0 dx t—0

ve

_dy .. o dx
lim = = lim—cott =-o, lim—=lim—cott=0o
t—>0" dX  t—>0* t>0-dy  t—>0°

oldugundan 0 noktasinda limiti yoktur. Ayrica

te (0,—3] icin x'=g'(t)=-3cos*tsint <0
te (— g, Oj icin y’'=h"(t)=3sin*t.cost >0
oldugundan fonksiyonun (x,y)=(g(0),h(0))=(1,0)noktasinda tegeti yoktur.

Benzer sekilde keZ olmak iizere t:§+kn ve t=kn noktalarinda olmadigi

gosterilir.
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Ornek: x=g(t)=r(t—sint),y=h(t)=r(1—cost) parametrik denklemiyle
verilen Sikloid egrisinin

i)t :g noktasindaki tegetin ve normalin denklemini

ii) Yatay tegetinin oldugu noktalarini
iii) Diisey tegetinin oldugu noktalar1 bulunuz.

Cozim: i) x'=g'(t)=r(1-cost),y =h'(t)=rsint
dy  rsint _ sint
dx r(1-cost) 1-cost

ve

Tc p—
3
. V3
sin— —
dyl "3 _ 2 _f3
dX3 1-cos 1—1
2

e 452}

noktasindan gecen tegetin denklemi,
h'(t
y=h(t)+ o)t )
g'(ty)
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pfef ]
y- fx_[“ﬁJ

ve normalin denklemi,

y=h(t0)—%(x—g(ton
0

ax ety
5ot

=—X—
Y 3

seklindedir.

ii) ?:0 ve #0 Ozelligindeki noktalarda yatay teget vardir.

dg(t)
dt
Buna,
h'(t)=rsint=0 ve g'(t)=r(1—cost)=0
ise r #0 oldugundan
sint=0 ve 1—cost=0
dir. Yani ke Z olmak iizere t=kn ve t#2kn olmalidir. Bu durumda k tek say1
ise,
(x,y)=(r(t —sint),r(1—cost))
=(r((2k=1)r—sin(2k —1)n),r(1—cos(2k —1)n))
=(r(2k —1)r),2r)
noktalarinda yatay tegeti vardir.

dh( ) #0 oOzelligindeki noktalarda diisey teget vardir.
Buna,
g'(t)=r(1—cost)=0 ve h'(t)=rsint =0
ise r#0 oldugundan
1—cost#0 ve sint=0
dir. Yani ke Z olmak iizere t=2kn ve t=kn olmalidir. Bu durumda k cift say1
ise,
(x,y)=(r(t —sint),r(1—cost))
= (r(2kn —sin2kn),r(1 - cos2kn))
=(r2kmr, 0)
noktalarinda diisey tegeti vardir.
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—2mr o] 2nr 4mr 6Bmr

PARAMETRIK DENKLEMLERIN KONVEKS ve KONKAVLIGI

8.5. Teorem: AcR, f:A—> R, x=g(t), y=h(t) parametrik denklemleri

ile verilen y=f(x) fonksiyonlari siirekli olsun.
2

i) % <0 ise egri konkavdir.
X

. d%y . o . .
ii) F>O ise egri konvekstir.
X

Bu teoremin tek degiskenli fonksiyonlarin konveks ve konkav ile ayni
oldugundan ispat1 okuyucuya birakilmistir.

Ornek: x=g(t)=r(t—sint),y=h(t)=r(1—cost) parametrik denklemiyle
verilen sikloid egrisinin konveks ve konkavligini arastiriniz.

Cozum: dz_yzi dy . L
dx* dt dx/dt

dx

_d( rsint 1
dt | r(1-cost) ) r(1—-cost)

B cost(1—cost)—sin®t 1

- (1-cost)® 'r(1-cost)
3 1

o r(1—cost)?

oldugundan egri konkavdir.

PARAMETRIK DENKLEMLERIN INTEGRALE UYGULANMASI

1. x Ekseni Altinda Kalan Alan

8. 6. Teorem: x ekseni altinda kalan alan,
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b b(t)

A=[ydx= [y(t)dx(t)

a a(t)
dir.

Bu teoremin ispati integralin uygulamalari konusundan asikardir.

Ornek: x = asintve y = b cos t parametreli elipsin alanini bulunuz.
2

Coziim: x = asint degisken degistirmesini yaparsak dx = acost dt
olur. Sinirlar Kartezyen de 1. bélgede [0, a] araliginda olacagindan,
x=0icint=0
. U
X=algint = 5
olur. Buna gore;
n/2
A=4 Ibcosta costdt
0

n/2
=4ab _[cosz t dt

0

n/2
— 4ab J' # dt

0
n/2

=2ab| t +%sin Zt}

0

=2ab EJrlsin 2.7 ||-2ab 0+lsin(2.0)
12 2 2 2

=2ab E}
2

=mab br?

bulunur.

2. x Ekseni Etrafinda Donel Cismin Hacmi
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8.7. Teorem: x ekseni etrafinda donel cismin hacmi,
b(t)

A=Ty2 dx = j y2(t) dx(t)

a a(t)

dir.

Bu teoremin ispati integralin uygulamalari konusundan asikardir.

Ornek: Parametrik denklem x = a(t—sint) ve y=a(l— cost),
0 <t < 27 olan sikloid egrisi ve x-ekseni tarafindan sinirlanan bélgenin x-
ekseni etrafindan dondiiriilmesiyle olusan dénel cismin hacmini bulunuz.

i

- X
0‘ na Zna

Cozim:y = a(l — cost) vedx = a(1 — cost) dt
2n
A=7tjaz(1—cost)2 a(1-cost)dt

0
2n
=na’ I(l —cost)’ dt
0

2n
=na’ I(1—3cost +3cos*t—cos’t)dt
0

1+ cos2t

2m
:na3'|.[1—3cost+3 —(1—sin2t)cost} dt
0

27

=na’ J.{§—4cost +§c052t +sin? tcost} dt
)| 2 2

27

=na’ Et —4sint +§sin 2t + lsin3 t
2 4 3

0
=ma’[5n]

=5r%a’ br?

3. Yay Uzunlugu

8.8. Teorem: Parametrik denklemlerde uzunluk bulma ise,
x=u), y=v(t),t; <t<t,
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icin

Ax,\? Ay 2
Ay = [ (Bx)? + (Ayy)? = \/ + (A_tll:) + (A_t:) Aty
yazilabileceginden

=[NP+ e

bulunur.

Bu teoremin ispati integralin uygulamalari konusundan asikardir.

Ornek: Parametrik denklem x =a(t—sint) ve y=a(l— cost),
0 <t < 2m olan sikloid egrisinin yayinin uzunlugunu bulunuz.
¥

s

O

Coziim: X' = a(1l —cost) vey' = asint

(x)? + (y)? = a?(1 — cost)® + a%sin’t

=a%(1 — 2cost+ cos?t + sin?t)
= 2a%(1 — cost)
= 2a%(1 — (1 - 2sin® 5))
= 4a*(sin? %)
= (2asin %)2

olur. Buna gore

2n

=8a br

2n

2n 2
{= J. (Zasin Ej dt = ZaJ.sinE dt = 4a(— COSEJ
0 2 2 2

0

0
bulunur.

4. Donel Yiizeyin Hacmi

8.9. Teorem: Parametrik denklem,

x=u®), y=v(),t; <t<t,
biciminde verilirse, bu egrinin x-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan yii-
zeyin uzunlugu,
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df =/ (x)? + (y)23dt
olur. Donel cisimlerin ylizey alan1 denkleminden (bkz. integralin uygulamala-

r1),
t

A=2n j V(XD +(y') dt

4

olur. Buradaki tiirevler x ve y’'nin t'ye gore turevleridir.
Bu teoremin ispati integralin uygulamalari konusundan asikardir.
Ornek: Parametrik denklem x =a(t—sint) ve y=a(l— cost),

0 <t < 2m olan sikloid egrisinin x-ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle olusan
ylizeyin alanini bulunuz.

Coziim: Yukaridaki 6rnekte
®)? + (v)? = (2asiny)?
oldugu gosterilmisti. Buna gore,

A=2n j [y (x')? +(y') dt

t

2n
= 2nIa(1 —cost),[(2asin %)2 dt

0

» 221‘:(1_ O)si Edt ( .ot 1—cost)
=4ma ! cos sm2 , sin® 5 = —
2n
:8nazjsin2£sin£dt
0 2
2n
=81ta2'|-[1—c052£jsinE dt
0 2 2
t 1.t
bulunur. Burada u = cos5 alinirsa du = —5siny olur. Ayrica

t=Oiseu=cos%=1

t=2niseu=c0527n=—1
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olacagindan

A= 8na2f(1 —u?)(~2du)

1
=16ma’ j (1-u?)du
-1

3
—16ma? u——
3

64

1

-1

=—na’ br?
3
olur.
COZUMLU ALISTIRMALAR
dZ
1. x = t3 4+ 3t ve y = t> — 3t parametresi egrisinin, t = 1 igin Tz nin
degeri nedir?
Coztim: Parametrik fonksiyonlarin tiirevinden,
d
dy d—i’ 3t%2-3
dx = &Y 7 3t2+3
dt
6t(3t2+3)—6t(3t%-3)
d’y d (dy) d (3t2—3) (3t2+3)2 36
x?2  dx\dx/ dx \3t2+3/ 3t2+3 ~ (3t243)3
elde edilir.
DN dy 36 1
k2 T 323 T 6
dir.

2.x = 6sin3t,y = 6 cos? 3t ve y = t3 — 3t denklemi ile verilen y = f(x)
fonksiyonun x = 3 apsisli noktadaki tiirevinin degeri kactir?

Coziim: x = 3 i¢cin 3 = 6 sin 3tise sin 3t = %dir.
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dy
dy 3  12cos3t(—sin3t)3 ) 1
=4y = =—-2sin3t=-2--=-1
dx d_y 6(cos3t) 3 2
t

3. {(x,y):x = 4t?,y = 8t,t € R} kiimesi analitik diizlemde ne belirtir?

2
Cozim: x = 4t? ise t? = %ve y = 8tise t? = Z—4 dir. Bu iki esitlikten
x y?
4 6
y? = 16x

parabolii elde edilir.



