6. BOLUM
HIPERBOLIK FONKSIYONLAR

HiPERBOLIK FONKSiYON KAVRAMI

6.1. Tamm: i) f: BB, f(x)=sinhx="5_°

seklinde tanimlanan fonksiyona hiperbolik siinis fonksiyonu denir.

X

e +e

—X

ii) f: R—>[1,+0), f(x)=coshx =

seklinde tanimlanan fonksiyona hiperbolik kosiinis fonksiyonu denir.

iii) £ B> (~1,1), f(x)=tanhx = & &

e’ +e "
seklinde tanimlanan fonksiyona hiperbolik tanjant fonksiyonu denir.

iv) f: R —{0} >R —[~1,1], f(x)=cothx =&

e —e™

seklinde tanimlanan fonksiyona hiperbolik kosiinis fonksiyonu denir.

2
e’ +e”
seklinde tanimlanan fonksiyona hiperbolik sekant fonksiyonu denir.

v) f:R—(0,1], f(x)=sechx =

2

X

e’ —e”
seklinde tanimlanan fonksiyona hiperbolik kosekant fonksiyonu denir.

vi) f: R —{0} >R —{0}, f(x)=cschx=

Ornek: sinh2, cosh2, tanh2, coth2, sech2, csch2 un degerlerini bulunuz.

e’ —e?

Cozim: sinh2= =3,62
2 -2
e’ +e
cosh?2 = =3,76
2 2
tanh2=2"%__0,96

e’+e?



dir.

dur.
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2 -2
coth2=>"°_-1,04
e‘—e
2
sech2=———=0,27
e’ +e
2
csch2=———=0,28 //

Ornek: sinh (In 5) in degerlerini bulunuz.

eln5 _e—lns 5_571

2

Cozim: sinh(In5)= = g

6.1. Sonug: Her xR icin
a) sinhx.cschx=1
b) coshx.sechx=1
c) tanhx.cothx=1

d) tanhx = sinh x
coshx
e) cothx = C?th
sinh x

6.1. Teorem: Her xR icin,
a) sinh(—x)=-sinh x olup hiperbolik siinis fonksiyonu tek fonksiyondur.

b) cosh(—x) =cosh x olup hiperbolik kosiinis fonksiyonu ¢ift fonksiyon-

Ispat: Her X €R icin,
a) f(—x)=sinh(—x) =" z_e -_° _ze — —sinhx = —f(x)

olup hiperbolik stinis fonksiyonu tek fonksiyondur.

b) f(—x):cosh(—x):e 2+e =& +2e =coshx =f(x)

olup hiperbolik kosiinis fonksiyonu tek fonksiyondur.

6.2. Sonug: sechx fonksiyonu ¢ift fonksiyon olup, tanhx, cothx, cschx

fonksiyonlari tek fonksiyonlardir.

dir.

6.2. Teorem: Her xR icin
cosh’x—sinh?x =1
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2 2
. e"+e” e’ —e™*
Ispat: cosh® x —sinh®x =( J —( J

B e 4+2.e%e X +e ™ e _2efe ¥+

2 2

=1

HIiPERBOLIK TOPLAM ve FARK FORMULLERI

6.3. Teorem: Her x,y eR i¢in
a) sinh(x+y)=sinhx.coshy+coshx.sinhy
b) cosh(x+y)=coshx.coshy +sinhx.sinhy

dir.
Ispat:
. . ef—e ™ +e”’ e*+e ™ &—e”’
a) sinhx.coshy +coshx.sinhy = . + .
2 2 2 2
e et e e eV ef T e
4
2e*" 277V
B 4
e(X+y) _ ef(X+y)
B 2
=sinh(x+y)
. . ef+e™ e+e? e —-e " &-e”’
b) cosh x.coshy +sinh X.sinhy = + .
2 2 2 2
e e e e Y 4 —et Y —e Y e
4
2e* 4 2e7*7
B 4
=cosh(x+y)

6.3. Sonug: Her x,y € R igin,
a) sinh(x—y)=sinhx.coshy —coshx.sinhy
b) cosh(x—y)=coshx.coshy—sinhx.sinhy
dir.

6.4. Teorem: Her x,y € R i¢in,
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tanhx+tanhy
1+tanhx.tanhy
1+cothx.cothy

cothx +cothy

a) tanh(x+y)=

b) coth(x+y)=
dir.

Ispat: a) 6.3. teoremde,
sinh(x+y)=sinhx.coshy +coshx.sinhy
cosh(x+y)=coshx.coshy +sinhx.sinhy

oldugunu biliyoruz. 6.1. Sonug d sikki geregi,

sinh(x+y)

cosh(x+y)

_sinhx.coshy +coshx.sinhy

~ cosh x.coshy +sinhx.sinhy
sinh x.coshy + coshx.sinhy

_ coshx.coshy
coshx.coshy +sinhx.sinhy

coshx.coshy
_ tanhx+tanhy
~ 1+tanhx.tanh y

tanh(x+y)=

b) 6.1. Sonug e sikki geregi,
cosh(x+y)
sinh(x+y)
_ coshx.coshy +sinhx.sinhy
~ sinh x.coshy +coshx.sinhy
coshx.coshy +sinhx.sinhy
_ sinh x.sinhy
sinh x.coshy +coshx.sinhy
sinhx.sinhy
_ 1+cothx.cothy
 cothx+ cothy

coth(x+y)=

6.4. Sonugc: Her x,y € R igin,
tanhx—tanhy
1—tanhx.tanhy
1+cothx.cothy
cothx—cothy

a) tanh(x-y)=-

b) coth(x-y)=

dir.



HIPERBOLIK FONKSIYONLAR
HiPERBOLIK YARIM ACI FORMULLERI

6.5. Teorem: Her xR igin,
a) sinh2x =2sinhx.coshx

b) cosh2x =cosh®x +sinh*x
2tanhx

1+tanh®x
1+coth?x
2cothx

c) tanh2x =

d) coth2x=
dir.

Ispat: a) 6.3. teoremin a sikkinda X = y alinirsa,
sinh(x+y)=sinhx.coshy +coshx.sinhy
sinh(x+x)=sinh x.coshx +sinh xcoshx
sinh 2x = 2sinh x.coshx

bulunur.

b) 6.3. teoremi b sikkinda x =y alinirsa,
cosh(x—y)=coshx.coshy +sinhx.sinhy
cosh(x+x)=coshx.coshx+sinhx.sinh x
cosh2x =cosh?x —sinh?x

bulunur.

) 6.4. teoremi a sikkinda x =y alinirsa,
tanhx + tanhy
1+tanhx.tanhy

tanh(x+y)=

tanhx + tanhx
1+ tanhx.tanhx
2tanhx
1—-tanh*x

tanh(x+x)=

tanh2x=

bulunur.

d) 6.4. teoremi b sikkinda x =y alinirsa,

1 hx.coth
coth(x-+y)= +cothx.cothy

cothx +cothy
1+ cothx.cothx
cothx +cothx

2
COth ZX — w
2cothx

coth(x+x)=

bulunur.



dir.
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HiPERBOLIK DONUSUM FORMULLERI

6.6.Teorem: Her x,y € R i¢in,

a) sinhx+sinhy =2sinh X+Ty.coshﬂ

b) sinhx—sinhy = Zsinh%.coshm——y

Ispat: 6.3. Teorem a sikki ve 6.3. Sonuc a sikkin gore,
sinh(a+b)=sinha.coshb+cosha.sinhb

sinh(a—b)=sinha.coshb—cosha.sinhb

esitlikleri taraf tarafa bir defa toplar ve bir defa ¢ikarirsak,

sinh(a+b)+sinh(a—b)=2sinha.coshb
sinh(a+b)+sinh(a—b)=2cosha.sinhb

bulunur. Burada,

a+b=xvea-b=y

alinirsa,

b
2 2

elde edilir. Elde edilen bu degerler yerine yazarsak,

y y

.cosh X~
2

sinhx —sinhy =2sinh x;y .coshx_;y

sinh x +sinhy =2sinh X;

bulunur.

dir.

6.7.Teorem: Her x,y € R icin,
y

a) coshx +coshy =2COShX;y .coshX;

X+y.sinh%

b) coshx—coshy =2sinh

Ispat: 6.3. Teorem b sikki ve 6.3. Sonug b sikkin gore,
cosh(a+b)=cosha.coshb+sinha.sinhb

cosh(a—b)=cosha.coshb—sinha.sinhb

esitlikleri taraf tarafa bir defa toplar ve bir defa ¢ikarirsak,

cosh(a+b)+cosh(a—b)=2cosha.coshb
cosh(a+b)—cosh(a—b)=2sinha.sinhb

bulunur. Burada,

a+b=xvea-b=y
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alinirsa,
g XY poXY
2 2
elde edilir. Elde edilen bu degerler yerine yazarsak,
coshx +coshy =2cosh X ; Y cosh2=Y
coshx —coshy =2sinh HTy.sinh %
bulunur.

HIPERBOLIK TERS DONUSUM FORMULLERI

6.8.Teorem: Her x,y € R icin,

a) sinhx.coshy :%[sinh(x+y)+cosh(x—y)]
b) coshx.coshy:%[cosh(x+y)+cosh(x—y)]

c) sinhx.sinhy = %[cosh(x +y)—cosh(x —y)]
dir.

Ispat: a) 6.3. Teorem a sikki ve 6.3. Sonug a sikkin gore,
sinh(x+y)=sinhx.coshy +coshx.sinhy

sinh(x—y)=sinhx.coshy —coshx.sinhy
esitlikleri taraf tarafa toplarsak,

sinh(x+y)+sinh(x—y)=2sinhx.coshy

sinh x.coshy = %[sinh[x +y)+cosh(x —y)]

bulunur.

b) 6.3. Teorem b sikki ve 6.3. Sonuc b sikkin gore,
cosh(x+y)=coshx.coshy +sinhx.sinhy

cosh(x—y)=coshx.coshy —sinhx.sinhy

esitlikleri taraf tarafa toplarsak,
cosh(x+y)+cosh(x—y)=2coshx.coshy

coshx.coshy :%[cosh(x +y)+cosh(x— y)]

bulunur.

c) 6.3. Teorem b sikki ve 6.3. Sonug b sikkin gore,
cosh(x+y)=coshx.coshy +sinhx.sinhy

cosh(x—y)=coshx.coshy —sinhx.sinhy
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esitlikleri taraf tarafa ¢cikarirsak,
cosh(x+y)—cosh(x—y)=2sinx.siny

sinhx.sinhy = %[cosh(x +y)—cosh(x —y)]

bulunur.

HIiPERBOLIK INDIRGEME FORMULLERI

6.9. Teorem: Her x R icin,

a) sinh?x = —1+cosh2x
2
b) cosh%:%

Ispat: 6.2. Teorem ve 6.5. Teorem b sikki geregi,
cosh’x—sinh*x=1
cosh?x +sinh? x = cosh2x

oldugu bilinmektedir. Bu iki denklem taraf tarafa ¢ikarilirsa,

sinh?x — — 1+ cosh2x

elde edilir. Yine bu iki denklem taraf tarafa toplanirsa,

cosh? x — 1+ cosh2x

bulunur.

TERS HiPERBOLIK FONKSiYONLAR

Bir fonksiyonun tersi olmasi icin gerek ve yeter sart o fonksiyonun birebir
ve Orten olmasidir. Eger o fonksiyon birebir ve orten degilse, birebir ve 6rten ara-
likta tersi incelenir.

sinh fonksiyonu bir birebir ve orten fonksiyon oldugundan, bu fonksiyo-
nun tersi vardir. Bu sinh fonksiyonun tersi asinh olarak gosterecegiz. sinh fonksi-

yonunun tersi bazen sinh ™, arcsinh ya da argsinh olarak da gosterilir.

Benzer sekilde diger fonksiyonlarin birebir ve drten araliklarinda incele-
nerek asagidaki tanim yapilir.

6.2. Tanim: i) f : R—R, f(x)=sinhx
seklindeki fonksiyonun ters fonksiyonu;
f1:R-R, f*(x)=asinhx
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bicimindedir. Bu tanimlanan fonksiyona ters hiperbolik stinis fonksiyonu denir.

Burada,
asinhx= ln(x+ Vx4 1)

dir. Gergekten;

X —X

e —e

f(x)=sinhx =
(x) 5

e’ —e”
2
2x=¢’ _1
ey

2xe¥ =e? —1

e —2xe’ —1=0
yazilabilir. Burada e’ =t alinirsa,

t? —2xt—-1=0
2. dereceden denklemi elde edilir. Bu denklem c¢o6ziiliirse;

A=(-2x)*-4.1.(-1)=4x*+4

:—(—ZX)i\/4x2+4 N Sy

2

ffl(x)zasinhx=1n[x+\/x2 +1)

X =

t

bulunur.

ii) f: R—[1,4+0), f(x)=coshx
seklindeki fonksiyonun ters fonksiyonu;
f:[1,40) >R, f(x)=acoshx
bicimindedir. Bu tanimlanan fonksiyona ters hiperbolik kosiinis fonksiyonu denir.

Burada,
acoshx=ln(x+\/x2 —1)

dir. ( Bu esitlik (i) de oldugu gibi gosterilir.)

iii) f: R—(-1,1), f(x)=tanhx
seklindeki fonksiyonun ters fonksiyonu;
fl:(-1,1)-R, f'(x)=atanhx
bicimindedir. Bu tanimlanan fonksiyona ters hiperbolik tanjant fonksiyonu denir.
Burada,
atanhx = l1n1+—X ,
1-x

dir. ( Bu esitlik (i) de oldugu gibi gosterilir.)

x|<1

iv) f: R—{0} >R —[-1,1], f(X) = cothx
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seklindeki fonksiyonun ters fonksiyonu;
f1:R—-[-1,1] >R {0}, f '(x)=acothx
bicimindedir. Bu tanimlanan fonksiyona ters hiperbolik kostinis fonksiyonu denir.
Burada,
atanhx = l1n1+—X ,
x—1

dir. ( Bu esitlik (i) de oldugu gibi gosterilir.)

X|>1

v) f:R—>(0,1], f(x)=sechx
seklindeki fonksiyonun ters fonksiyonu;
f1:(0,1]-R, f'(x)=asechx
bigimindedir. Bu tanimlanan fonksiyona ters hiperbolik sekant fonksiyonu denir.
Burada,

2
asechx=ln(l+ 1-x
X X

J , 0<x<1
dir. ( Bu esitlik (i) de oldugu gibi gosterilir.)

vi) f: R—{0} >R —{0}, f(x)=cschx
seklindeki fonksiyonun ters fonksiyonu;
f1:R—{0}>R—{0}, f ' (x)=acschx
bicimindedir. Bu tanimlanan fonksiyona ters hiperbolik kosekant fonksiyonu de-

nir. Burada,
2
acschx= ln(l + ﬁJ

x|y

dir. ( Bu esitlik (i) de oldugu gibi gosterilir.)

HIPERBOLIK FONKSiYONLARIN TUREVi

6.10. Teorem: AcR, f:A— R bir fonksiyon olsun.
a) (sinhu(x)) =u'(x).coshu(x)

b) (coshu(x)) =u’(x).sinhu(x)

¢) (tanhu(x)) = u'(x).(1-tanh®u(x))

d) (cothu(x)) =u'(x).(1-coth®u(x))

e) (sechu(x)) =-u'(x).sech u(x)tanhu(x)

f) (cschu(x)) =—-u'(x).csch u(x).cothu(x)

Ispat:
a) (sinhu(x)) = [

eu(x) _e—u(x] ~ [u/(x)eu(x) _ur(X)e—u(x]]z
2 4
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u(x) _ ,-u(x)
= u'(X)(%J

=u'(x)coshu(x)

b) a sikkina benzer sekilde ispat edilir.

sinhu(x) ’
coshu(x)

) (tanhu(x)) = {

_ u'(x).coshu(x).coshu(x)—u'(x).sinh u(x).sinh u(x)

cosh®u(x)

_y (X)[ cosh?u(x)—sinh? u(x)J

cosh®u(x)

= u’(x)(l —tanh? u(x))

d) c sikkina benzer sekilde ispat edilir.

Ornek: f(x) = sinh(2x +4) nun tiirevini bulunuz.
Cozim: f'(x)=2.cosh(2x+4)
Ornek: f(x) =e™ cosh3x nin tiirevini bulunuz.

Coziim: f'(x)=>5e’* cosh3x +3e* sinh 3x

TERS HIPERBOLIK FONKSIYONLARIN TUREVIi

6.11. Teorem: AcR, f:A— R bir fonksiyon olsun.

i ise f' (%)
a) f(x)=asinhu(x) ise f'(x)= _u)
J1+u(x)?
u'(x)

\J-1+u?(x)

¢) f(x)=atanhu(x) ise f’(x)zlei())
—u?(x

b) f(x)=acoshu(x) ise f'(x)=

d) f(x)=acothu(x) ise f’(x)zlLf())
—u(x

—u'(x)

u(x)u’(x)-1

e) f(x)=asechu(x) ise f'(x)=
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-u'(x)

u(x)yu?(x)-1

f) f(x)=acschu(x) ise f'(x)=
dir.

Ispat: a) f(x)=asinhu(x) ise u(x)=sinhf(x) olduguna gére esitliginin her
iki yanini x e gore tiirevini tlirevde zincir kuralina gore alirsak,
(sinhf(x)) =u'(x)
f'(x).coshf(x)=u'(x)

f'(x) =ﬂ , (cost=+/1+sin’t)

coshf(x)
PN i ¢
&) \J1+sin*f(x)
Px)=—20)

V1+ui(x)

olarak bulunur.
b) a sikkina benzer yontemle ispat edilir.

c) f(x)=atanhu(x) ise u(x)=tanhf(x) olduguna gore esitliginin her iki
yanini x e gore turevini tiirevde zincir kuralina gore alirsak,
(tanhf(x)) =u'(x)
£/(x).J1 - tan? £(x) | = v'(x)

oy W)
)= 1—tan®f(x)

oy ()
Fx)= 1-u*(x)

olarak bulunur.
d) c sikkina benzer yontemle ispat edilir.

e) f(x)=arcsechu(x) ise u(x)=sechf(x)olduguna gore esitliginin her iki
yanini x e gore turevini tiirevde zincir kuralina gore alirsak,
(sechf(x)) =u'(x)
—f'(x).sechf(x).tanh f(x) =u'(x)

Fx)=— 2
sechf(x).tanhf(x)

(1)

bulunur. u(x)=sechf(x) ifadesini bir dik ticgende yerine yazarsak,
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sekli olusur. Bu sekle gore secf(x)=4/u®(x)—1 olacagindan (1) esitligi,

u(x)yu?(x)-1

olarak bulunur.

f) e sikkina benzer yontemle ispat edilir.

HiPERBOLIK FONKSIYONLARIN GRAFIKLERI

Hiperbolik fonksiyonlar R’de taniml olduklar: asikardir. 6.1. teoremde hi-
perbolik siniis fonksiyon tek bir fonksiyondur, hiperbolik kosiniis fonksiyon cift
bir fonksiyon oldugunu biliyoruz. Bu durum fonksiyonlarin (0,0) noktasina gore

simetrik oldugu gosterir. Ayrica sinh 0 = 0 ve cosh 0 = 1 dir.

Fonksiyonlarin grafigini ¢izmek i¢in tiirevlerine bakalim.
(sinhx) =coshx
(coshx) =sinhx
oldugundan sinh X fonksiyonunun siirekli arttigi, dolayisiyla x >0 ise
sinhx >sinh0=0
oldugu ve dolayisiyla coshx fonksiyonunun x>0 icin arttigi ¢ikar. sinhX’inx >0
iken pozitif oldugu aslinda tanimin kendisinden de oldukg¢a ¢abuk cikar.

Ikinci tiirevleri alalim:
(sinh x)" =sinhx
(coshx)" =cohx
Buna gore cosh fonksiyonunun her yerde, sinh fonksiyonunun ise IR >0 istiinde

disbtiikey oldugu ¢ikar. Bu bilgilerden hareketle sinh ve cosh fonksiyonlarinin gra-
fiklerini cizebiliriz:
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el

-3

e*—e™ e’ +e
f(x)=coshx =

X

f(x)=sinhx =

Benzer sekilde tanh, coth, sech ve csch fonksiyonlarin grafikleri de ¢izilir.
7

L e e s e — —
- .
3 2 1 o 1 2 3
X
— T 3 2 1 1 2 3
X
2 -
3 2
X —X X —X
e —e e +e
f(x)=tanhx =——— f(x)=cothx =——
e —e e —e

34

-

=1

L
b

f(x)=sechx =

- f(x)=cschx = -
e’ +e™” e’ —e™



HIPERBOLIK FONKSIYONLAR

9-
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f(x) =atanh x :lln(
2 \1-x

)

HiPERBOLIK FONKSIYONLARIN INTEGRALI

f(x) =acot hx :(1—
1+X

)

6.10 ve 6.11 teoremlerin sonucu olarak asagidakileri tespitler yapilir.

6.3. Sonug: A R, f:A— R bir fonksiyon olsun.
a) Jsinhu[x)dX=

4

! ) coshu(x)+c

sinhu(x)+c

’

b) Icosh u(x)dx =

¢) [(1-tanh u(x)) dx =——tanhu(x)+c

u'(x)
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d) j (1—coth? u(x)) dx = —— cothu(x)+c
u'(x)

e) Jsech u(x).tanhu(x).dx =— ! sechu(x)+c
u'(x)

f) Icsch u(x).cothu(x).dx =— ! cschu(x)+c
u'(x)

g) I&dx asinhu(x)+c
1+ u(x

h) _[ (X) x =atanhu(x)+c

1) J-&dx asechu(x)+c

u(x).4/u’(x)-1

Ornek: a) J.tanh xdx = ln|cosh x| +c
b) Icothxdx = 1n|sinh x| +c

) '[sec hxdx =arctan(sinhx)+c

d) J-csc hxdx =In

X
tanh—|+c
2

Bu 6rnegin ¢6ziimu okuyucuya birakilmistir.

TERS HiIPERBOLIK FONKSIYONLARIN iINTEGRALI
6.10 ve 6.11 teoremlerin sonucu olarak asagidakileri tespitler yapilir.

6.4. Sonug: A c R, f:A— R bir fonksiyon olsun.

a) Iarcsinhxdx =xarcsinhx —vVx*+1 +c
b) Iarccoshxdx =xarccoshx—vx*-1+c

c) Iarctanhxdx =xarctanhx +%log(1 —x*)+c

d) '[arccoth xdx = xarccothx +%log(x2 -1)+c

X [1-x
e) J.arc sechxdx =xarcsechx —arctan| — +c
x—1V1+x
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f) Iarccschxdx = xarccschx+logx[1 +1/1 +%J+c

17



