
 

 

6. BÖLÜM 
HİPERBOLİK FONKSİYONLAR 

 
 
 
 

HİPERBOLİK FONKSİYON KAVRAMI 
 

 6.1. Tanım: i) f: ℝ→ℝ, 
2

ee
xsinh)x(f

xx 
  

şeklinde tanımlanan fonksiyona hiperbolik sünis fonksiyonu denir. 
 

 ii) f: ℝ→ ),1[  , 
2

ee
xcosh)x(f

xx 
  

şeklinde tanımlanan fonksiyona hiperbolik kosünis fonksiyonu denir. 
 

 iii) f: ℝ→ )1,1( , 
xx

xx

ee

ee
xtanh)x(f








  

şeklinde tanımlanan fonksiyona hiperbolik tanjant fonksiyonu denir. 
 

 iv) f: ℝ }0{ →ℝ ]1,1[ , 
xx

xx

ee

ee
xcoth)x(f








  

şeklinde tanımlanan fonksiyona hiperbolik kosünis fonksiyonu denir. 
 

 v) f: ℝ→ ]1,0( , 
xx ee

2
hxsec)x(f


  

şeklinde tanımlanan fonksiyona hiperbolik sekant fonksiyonu denir. 
 

 vi) f: ℝ }0{ →ℝ }0{ , 
xx ee

2
hxcsc)x(f


  

şeklinde tanımlanan fonksiyona hiperbolik kosekant fonksiyonu denir. 
 
 Örnek: 2sinh , 2cosh , 2tanh , 2coth , 2hsec , 2hcsc  un değerlerini bulunuz. 
 

 Çözüm: 62,3
2

ee
2sinh

22







 

  76,3
2

ee
2cosh

22







 

  96,0
ee

ee
2tanh

22

22










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  04,1
ee

ee
2coth

22

22











 

  27,0
ee

2
2hsec

22






 

  28,0
ee

2
2hcsc

22






 // 

 
 Örnek:            in değerlerini bulunuz. 
 

 Çözüm: 
5

6

2

55

2

ee
)5sinh(ln

15ln5ln










 

 
 6.1. Sonuç: Her x ℝ için 
  a) 1hxcsc.xsinh   
  b) 1hxsec.xcosh   
  c) 1xcoth.xtanh   

  d) 
xcosh

xsinh
xtanh   

  e) 
xsinh

xcosh
xcoth   

dir. 
 
 6.1. Teorem: Her x ℝ için, 

a) xsinh)xsinh(   olup hiperbolik sünis fonksiyonu tek fonksiyondur. 

b) xcosh)xcosh(   olup hiperbolik kosünis fonksiyonu çift fonksiyon-

dur. 
 
 İspat: Her x ℝ için, 

a) )x(fxsinh
2

ee

2

ee
)xsinh()x(f

xxxx










 

olup hiperbolik sünis fonksiyonu tek fonksiyondur. 
 

b) )x(fxcosh
2

ee

2

ee
)xcosh()x(f

xxxx










 

olup hiperbolik kosünis fonksiyonu tek fonksiyondur. 
 
 6.2. Sonuç: hxsec  fonksiyonu çift fonksiyon olup, xtanh , xcoth , hxcsc  
fonksiyonları tek fonksiyonlardır. 
 
 6.2. Teorem: Her x ℝ için  

  1xsinhxcosh 22   
dir. 
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 İspat: xsinhxcosh 22 

2
xx

2
xx

2

ee

2

ee












 














 




 

    
2

eee.2e

2

eee.2e xxxx2xxxx2  



  

    1  
 
 
 HİPERBOLİK TOPLAM ve FARK FORMÜLLERİ 
 
 6.3. Teorem: Her y,x ℝ için  

  a) ysinh.xcoshycosh.xsinh)yxsinh(   

  b) ysinh.xsinhycosh.xcosh)yxcosh(   

dir. 
 
 İspat: 

a) ysinh.xcoshycosh.xsinh 
2

ee
.

2

ee

2

ee
.

2

ee yyxxyyxx  



  

    
4

eeeeeeee yxxyyxyxyxxyyxyx  
  

    
4

e2e2 yxyx  
  

2

ee )yx()yx(  
  

)yxsinh(   

 

b) ysinh.xsinhycosh.xcosh 
2

ee
.

2

ee

2

ee
.

2

ee yyxxyyxx  



  

    
4

eeeeeeee yxyxyxyxyxyxyxyx  
  

    
4

e2e2 yxyx  
  

    )yxcosh(   

 
 6.3. Sonuç: Her y,x ℝ için, 

  a) ysinh.xcoshycosh.xsinh)yxsinh(   

  b) ysinh.xsinhycosh.xcosh)yxcosh(   

dir. 
 
 6.4. Teorem: Her y,x ℝ için, 
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  a) 
ytanh.xtanh1

ytanhxtanh
)yxtanh(




  

  b) 
ycothxcoth

ycoth.xcoth1
)yxcoth(




  

dir. 
 
 İspat: a) 6.3. teoremde, 
  ysinh.xcoshycosh.xsinh)yxsinh(   

  ysinh.xsinhycosh.xcosh)yxcosh(   

olduğunu biliyoruz. 6.1. Sonuç d şıkkı gereği, 

 
)yxcosh(

)yxsinh(
)yxtanh(




  

       
ysinh.xsinhycosh.xcosh

ysinh.xcoshycosh.xsinh




  

      

ycosh.xcosh

ysinh.xsinhycosh.xcosh
ycosh.xcosh

ysinh.xcoshycosh.xsinh





  

      
ytanh.xtanh1

ytanhxtanh




  

 
 b) 6.1. Sonuç e şıkkı gereği, 

 
)yxsinh(

)yxcosh(
)yxcoth(




  

       
ysinh.xcoshycosh.xsinh

ysinh.xsinhycosh.xcosh




  

      

ysinh.xsinh

ysinh.xcoshycosh.xsinh
ysinh.xsinh

ysinh.xsinhycosh.xcosh





  

      
ycothxcoth

ycoth.xcoth1




  

 
 6.4. Sonuç: Her y,x ℝ için, 

  a) 
ytanh.xtanh1

ytanhxtanh
)yxtanh(




  

  b) 
ycothxcoth

ycoth.xcoth1
)yxcoth(




  

dir. 
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 HİPERBOLİK YARIM AÇI FORMÜLLERİ 
 
 6.5. Teorem: Her x ℝ için, 
  a) xcosh.xsinh2x2sinh   

  b) xsinhxcoshx2cosh 22   

  c) 
xtanh1

xtanh2
x2tanh

2
  

  d) 
xcoth2

xcoth1
x2coth

2
  

dir. 
 
 İspat: a) 6.3. teoremin a şıkkında yx   alınırsa, 

  ysinh.xcoshycosh.xsinh)yxsinh(   

  xcoshxsinhxcosh.xsinh)xxsinh(   

  xcosh.xsinh2x2sinh   
bulunur. 
 
 b) 6.3. teoremi b şıkkında yx   alınırsa, 

ysinh.xsinhycosh.xcosh)yxcosh(   

xsinh.xsinhxcosh.xcosh)xxcosh(   

  xsinhxcoshx2cosh 22   
bulunur. 
 
 c) 6.4. teoremi a şıkkında yx   alınırsa, 

yx.tanhtanh1

hytanxtanh
 y)tanh(x



  

xx.tanhhtan1

xtanhxtanh
 x)tanh(x



  

  
xtanh1

xtanh2
x2tanh

2
  

bulunur. 
 
 d) 6.4. teoremi b şıkkında yx   alınırsa, 

ycothxcoth

ycoth.xcoth1
)yxcoth(




  

cothxcothx

xcothx.coth1
 x)coth(x




  

xcoth2

xcoth1
x2coth

2
  

bulunur. 
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 HİPERBOLİK DÖNÜŞÜM FORMÜLLERİ 
 
 6.6.Teorem: Her y,x ℝ için, 

a) 
2

yx
cosh.

2

yx
sinh2ysinhxsinh


  

  b) 
2

yx
cosh.

2

yx
sinh2ysinhxsinh


  

dir. 
 
 İspat: 6.3. Teorem a şıkkı ve 6.3. Sonuç a şıkkın göre, 

bsinh.acoshbcosh.asinh)basinh(   

bsinh.acoshbcosh.asinh)basinh(   

eşitlikleri taraf tarafa bir defa toplar ve bir defa çıkarırsak, 
bcosh.asinh2)basinh()basinh(   

bsinh.acosh2)basinh()basinh(   

bulunur. Burada, 
  xba   ve yba   

alınırsa, 

  
2

yx
a


 , 

2

yx
b


  

elde edilir. Elde edilen bu değerler yerine yazarsak, 

  
2

yx
cosh.

2

yx
sinh2ysinhxsinh


  

  
2

yx
cosh.

2

yx
sinh2ysinhxsinh


  

bulunur. 
 
 6.7.Teorem: Her y,x ℝ için, 

a) 
2

yx
cosh.

2

yx
cosh2ycoshxcosh


  

  b) 
2

yx
sinh.

2

yx
sinh2ycoshxcosh


  

dir. 
 
 İspat: 6.3. Teorem b şıkkı ve 6.3. Sonuç b şıkkın göre, 

bsinh.asinhbcosh.acosh)bacosh(   

bsinh.asinhbcosh.acosh)bacosh(   

eşitlikleri taraf tarafa bir defa toplar ve bir defa çıkarırsak, 
bcosh.acosh2)bacosh()bacosh(   

bsinh.asinh2)bacosh()bacosh(   

bulunur. Burada, 
  xba   ve yba   
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alınırsa, 

  
2

yx
a


 , 

2

yx
b


  

elde edilir. Elde edilen bu değerler yerine yazarsak, 

2

yx
cosh.

2

yx
cosh2ycoshxcosh


  

  
2

yx
sinh.

2

yx
sinh2ycoshxcosh


  

bulunur. 
 
 
 HİPERBOLİK TERS DÖNÜŞÜM FORMÜLLERİ 
 
 6.8.Teorem: Her y,x ℝ için, 

a)  )yxcosh()yxsinh(
2

1
ycosh.xsinh   

b)  )yxcosh()yxcosh(
2

1
ycosh.xcosh   

c)  )yxcosh()yxcosh(
2

1
ysinh.xsinh   

dir. 
 
 İspat: a) 6.3. Teorem a şıkkı ve 6.3. Sonuç a şıkkın göre, 

ysinh.xcoshycosh.xsinh)yxsinh(   

ysinh.xcoshycosh.xsinh)yxsinh(   

eşitlikleri taraf tarafa toplarsak, 
  ycosh.xsinh2)yxsinh()yxsinh(   

   )yxcosh()yxsinh(
2

1
ycosh.xsinh   

bulunur. 
 
 b) 6.3. Teorem b şıkkı ve 6.3. Sonuç b şıkkın göre, 

ysinh.xsinhycosh.xcosh)yxcosh(   

ysinh.xsinhycosh.xcosh)yxcosh(   

eşitlikleri taraf tarafa toplarsak, 
ycosh.xcosh2)yxcosh()yxcosh(   

   )yxcosh()yxcosh(
2

1
ycosh.xcosh   

bulunur. 
 
 c) 6.3. Teorem b şıkkı ve 6.3. Sonuç b şıkkın göre, 

ysinh.xsinhycosh.xcosh)yxcosh(   

ysinh.xsinhycosh.xcosh)yxcosh(   
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eşitlikleri taraf tarafa çıkarırsak, 
ysin.xsin2)yxcosh()yxcosh(   

   )yxcosh()yxcosh(
2

1
ysinh.xsinh   

bulunur. 
 
 
 HİPERBOLİK İNDİRGEME FORMÜLLERİ 
 
 6.9. Teorem: Her x ℝ için, 

  a) 
2

x2cosh1
xsinh2 
  

  b) 
2

x2cosh1
xcosh2 
  

 
 İspat: 6.2. Teorem ve 6.5. Teorem b şıkkı gereği, 

1xsinhxcosh 22   

  x2coshxsinhxcosh 22   
olduğu bilinmektedir. Bu iki denklem taraf tarafa çıkarılırsa, 

  
2

x2cosh1
xsinh2 
  

elde edilir. Yine bu iki denklem taraf tarafa toplanırsa, 

  
2

x2cosh1
xcosh2 
  

bulunur. 
 
 
 TERS HİPERBOLİK FONKSİYONLAR 
 
 Bir fonksiyonun tersi olması için gerek ve yeter şart o fonksiyonun birebir 
ve örten olmasıdır. Eğer o fonksiyon birebir ve örten değilse, birebir ve örten ara-
lıkta tersi incelenir. 
 

sinh fonksiyonu bir birebir ve örten fonksiyon olduğundan, bu fonksiyo-
nun tersi vardır. Bu sinh fonksiyonun tersi asinh olarak göstereceğiz. sinh fonksi-

yonunun tersi bazen 1sinh  , arcsinh ya da argsinh olarak da gösterilir. 
 

Benzer şekilde diğer fonksiyonların birebir ve örten aralıklarında incele-
nerek aşağıdaki tanım yapılır. 
 
 6.2. Tanım: i) f : ℝ→ℝ, xsinh)x(f   

şeklindeki fonksiyonun ters fonksiyonu; 

               f-1 : ℝ→ℝ, xsinha)x(f 1   
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biçimindedir. Bu tanımlanan fonksiyona ters hiperbolik sünis fonksiyonu denir. 
Burada, 

  




  1xxlnxsinha 2  

dir. Gerçekten; 

  
2

ee
xsinh)x(f

xx 
  

  
2

ee
x

yy 
  

  
y

y

e

1
ex2   

  1exe2 y2y   

  01xe2e yy2   

yazılabilir. Burada tey   alınırsa, 

  01xt2t2   
2. dereceden denklemi elde edilir. Bu denklem çözülürse;   

  4x4)1.(1.4)x2( 22   

  1xx
2

4x4)x2(
t 2

2




  

  




  1xxlnxsinha)x(f 21  

bulunur. 
 
 ii) f : ℝ→ ),1[  , xcosh)x(f   

şeklindeki fonksiyonun ters fonksiyonu; 

           ),1[:f 1  →ℝ, xcosha)x(f 1   

biçimindedir. Bu tanımlanan fonksiyona ters hiperbolik kosünis fonksiyonu denir. 
Burada, 

  




  1xxlnxcosha 2  

dir. ( Bu eşitlik (i) de olduğu gibi gösterilir.)  
 
 iii) f : ℝ→ )1,1( , xtanh)x(f   

şeklindeki fonksiyonun ters fonksiyonu; 

 f-1 : )1,1( →ℝ, xtanha)x(f 1   

biçimindedir. Bu tanımlanan fonksiyona ters hiperbolik tanjant fonksiyonu denir. 
Burada, 

x1

x1
ln

2

1
xtanha




 , 1x   

dir. ( Bu eşitlik (i) de olduğu gibi gösterilir.)  
 
 iv) f : ℝ }0{ →ℝ ]1,1[ , xcoth)x(f   
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şeklindeki fonksiyonun ters fonksiyonu; 

 f-1 : ℝ ]1,1[ →ℝ }0{ , xcotha)x(f 1   

biçimindedir. Bu tanımlanan fonksiyona ters hiperbolik kosünis fonksiyonu denir. 
Burada, 

1x

x1
ln

2

1
xtanha




 , 1x   

dir. ( Bu eşitlik (i) de olduğu gibi gösterilir.)  
 
 v) f : ℝ→ ]1,0( , hxsec)x(f   

şeklindeki fonksiyonun ters fonksiyonu; 

            f-1 : ]1,0( →ℝ, hxseca)x(f 1   

biçimindedir. Bu tanımlanan fonksiyona ters hiperbolik sekant fonksiyonu denir. 
Burada, 

  












 


x

x1

x

1
lnxhseca

2

, 1x0   

dir. ( Bu eşitlik (i) de olduğu gibi gösterilir.)  
 
 vi) f : ℝ }0{ →ℝ }0{ , hxcsc)x(f   

şeklindeki fonksiyonun ters fonksiyonu; 

           f-1 : ℝ }0{ →ℝ }0{ , hxcsca)x(f 1   

biçimindedir. Bu tanımlanan fonksiyona ters hiperbolik kosekant fonksiyonu de-
nir. Burada, 

  












 


x

x1

x

1
lnxhcsca

2

 

dir. ( Bu eşitlik (i) de olduğu gibi gösterilir.)  
 
 
 HİPERBOLİK FONKSİYONLARIN TÜREVİ 
 
 6.10. Teorem: A ℝ, A:f ℝ bir fonksiyon olsun.   
 a) )x(ucosh).x(u))x(u(sinh   

 b) )x(usinh).x(u))x(u(cosh   

 c) ))x(utanh1).(x(u))x(u(tanh 2  

 d) ))x(ucoth1).(x(u))x(u(coth 2  

 e) )x(utanh)x(uhsec).x(u))x(uh(sec   

 f) )x(ucoth).x(uhcsc).x(u))x(uh(csc   

 
 İspat:  

 a) 











 




2

ee
))x(u(sinh

)x(u)x(u  
4

2.e)x(ue)x(u )x(u)x(u 
  
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











 




2

ee
)x(u

)x(u)x(u

 

        )x(ucosh)x(u  

 
 b) a şıkkına benzer şekilde ispat edilir. 
 

 c) 













)x(ucosh

)x(usinh
))x(u(tanh  

   
)x(ucosh

)x(usinh).x(usinh).x(u)x(ucosh).x(ucosh).x(u
2


  

   












 


)x(ucosh

)x(usinh)x(ucosh
)x(u

2

22

 

    )x(utanh1)x(u 2  

 
 d) c şıkkına benzer şekilde ispat edilir. 
 
 
 Örnek: )4x2sinh()x(f   nun türevini bulunuz. 

 
 Çözüm: )4x2cosh(.2)x(f   

 

 Örnek: x3coshe)x(f x5  nin türevini bulunuz. 

 

 Çözüm: x3sinhe3x3coshe5)x(f x5x5   

 
 
 TERS HİPERBOLİK FONKSİYONLARIN TÜREVİ 
 
 6.11. Teorem: A ℝ, A:f ℝ bir fonksiyon olsun.   

 a) )x(usinha)x(f   ise 
2)x(u1

)x(u
)x(f




  

 b) )x(ucosha)x(f   ise 
)x(u1

)x(u
)x(f

2


  

 c) )x(utanha)x(f   ise 
)x(u1

)x(u
)x(f

2


  

 d) )x(ucotha)x(f   ise 
)x(u1

)x(u
)x(f

2


  

 e) )x(huseca)x(f   ise 
1)x(u).x(u

)x(u
)x(f

2 


  
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 f) )x(hucsca)x(f   ise 
1)x(u).x(u

)x(u
)x(f

2 


  

dir. 
 
 İspat: a) )x(usinha)x(f   ise )x(fsinh)x(u   olduğuna göre eşitliğinin her 

iki yanını x e göre türevini türevde zincir kuralına göre alırsak, 
             )x(u))x(f(sinh   

             )x(u)x(fcosh).x(f   

             
)x(fcosh

)x(u
)x(f


  ,  )tsin1t(cos 2  

             
)x(fsin1

)x(u
)x(f

2


  

             
)x(u1

)x(u
)x(f

2


  

olarak bulunur. 
 
 b) a şıkkına benzer yöntemle ispat edilir. 
 
 c) )x(utanha)x(f   ise )x(ftanh)x(u   olduğuna göre eşitliğinin her iki 

yanını x e göre türevini türevde zincir kuralına göre alırsak, 
           )x(u))x(f(tanh   

             )x(u)x(ftan1).x(f 2   

           
)x(ftan1

)x(u
)x(f

2


  

           
)x(u1

)x(u
)x(f

2


  

olarak bulunur. 
 
 d) c şıkkına benzer yöntemle ispat edilir. 
 
 e) )x(husecarc)x(f   ise )x(hfsec)x(u  olduğuna göre eşitliğinin her iki 

yanını x e göre türevini türevde zincir kuralına göre alırsak, 
           )x(u))x(hf(sec   

           )x(u)x(ftanh).x(hfsec).x(f   

           
)x(ftanh).x(hfsec

)x(u
)x(f


       

 (1) 
bulunur. )x(hfsec)x(u   ifadesini bir dik üçgende yerine yazarsak, 
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şekli oluşur. Bu şekle göre 1)x(u)x(fsec 2   olacağından (1) eşitliği, 

            
1)x(u).x(u

)x(u
)x(f

2 


  

olarak bulunur. 
 
 f) e şıkkına benzer yöntemle ispat edilir. 
 
 

HİPERBOLİK FONKSİYONLARIN GRAFİKLERİ 
 

Hiperbolik fonksiyonlar ℝ’de tanımlı oldukları aşikardır. 6.1. teoremde hi-
perbolik sinüs fonksiyon tek bir fonksiyondur, hiperbolik kosinüs fonksiyon çift 
bir fonksiyon olduğunu biliyoruz. Bu durum fonksiyonların )0,0( noktasına göre 

simetrik olduğu gösterir. Ayrıca sinh 0 = 0 ve cosh 0 = 1 dir. 
 

Fonksiyonların grafiğini çizmek için türevlerine bakalım. 
 xcosh)x(sinh   

 xsinh)x(cosh   

olduğundan xsinh fonksiyonunun sürekli arttığı, dolayısıyla 0x   ise 
  00sinhxsinh   
olduğu ve dolayısıyla xcosh fonksiyonunun 0x   için arttığı çıkar. xsinh ’in 0x   
iken pozitif olduğu aslında tanımın kendisinden de oldukça çabuk çıkar. 
 

İkinci türevleri alalım: 
 xsinh)x(sinh   

 cohx)x(cosh   

Buna göre cosh fonksiyonunun her yerde, sinh fonksiyonunun ise 0IR   üstünde 
dışbükey olduğu çıkar. Bu bilgilerden hareketle sinh ve cosh fonksiyonlarının gra-
fiklerini çizebiliriz: 
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2

ee
xsinh)x(f

xx 


            2

ee
xcosh)x(f

xx 
  

Benzer şekilde tanh, coth, sech ve csch fonksiyonların grafikleri de çizilir. 

 

xx

xx

ee

ee
xtanh)x(f










            
xx

xx

ee

ee
xcoth)x(f








  

 

xx ee

1
hxsec)x(f




                        
xx ee

1
hxcsc)x(f


  
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 1xxlnxsinha)x(f 2                                         xcosha)x(f   

 















x1

x1
ln

2

1
xtanha)x(f

                    














x1

x1
hxcota)x(f  

 
 

HİPERBOLİK FONKSİYONLARIN İNTEGRALİ 
 
 6.10 ve 6.11 teoremlerin sonucu olarak aşağıdakileri tespitler yapılır. 
 
 6.3. Sonuç: A ℝ, A:f ℝ bir fonksiyon olsun. 

a) c)x(ucosh
)x(u

1
dx)x(usinh 


  

b) c)x(usinh
)x(u

1
dx)x(ucosh 


  

c)  


 c)x(utanh
)x(u

1
dx))x(utanh1( 2  
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d)  


 c)x(ucoth
)x(u

1
dx))x(ucoth1( 2  

e) c)x(uhsec
)x(u

1
dx).x(utanh).x(uhsec 


  

f) c)x(uhcsc
)x(u

1
dx).x(ucoth).x(uhcsc 


  

 g) c)x(usinhadx
)x(u1

)x(u
2





  

 h) c)x(utanhadx
)x(u1

)x(u
2





  

 ı) c)x(husecadx
1)x(u).x(u

)x(u
2





  

 

 Örnek: a) cxcoshlnxdxtanh   

               b) cxsinhlnxdxcoth   

               c) c)xharctan(sinhxdxsec   

               d) c
2

x
tanhlnhxdxcsc   

 
 Bu örneğin çözümü okuyucuya bırakılmıştır. 
 
 

TERS HİPERBOLİK FONKSİYONLARIN İNTEGRALİ 
 
 6.10 ve 6.11 teoremlerin sonucu olarak aşağıdakileri tespitler yapılır. 
 
 6.4. Sonuç: A ℝ, A:f ℝ bir fonksiyon olsun. 
 

 a) c1xhxarcsinxhxdxarcsin 2   

 b) c1xhxarccosxhxdxarccos 2   

 c) c)x1log(
2

1
hxarctanxhxdxarctan 2   

 d) c)1xlog(
2

1
xcothxarcxdxcotharc 2   

 e) c
x1

x1

1x

x
arctanhxsecxarchxdxsecarc 




















  
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 f) c
x

1
11xloghxcscxarchxdxcscarc

2














  

 
 
 


