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5. BOLUM
PARABOLUN ANALITIiGi ve KONIiKLER

PARABOL ve PARABOLUN DENKLEMi

ikinci dereceden fonksiyonlar konusunda ikinci dereceden fonksiyonun
grafigine parabol adi verilmisti. Orada parabol fonksiyon olarak incelenmisti.
Burada parabol analitik olarak incelenecektir.

5.1.Tanim: Diizlemde sabit bir nokta ve sabit bir dogruya esit uzaklikta
bulunan noktalarin geometrik yerine (kiimesine) parabol denir.

d AY
a1

= P(x,y)

2

F(3 0)

_. P \
X=-~3

IHP| = |PF| ve |[HO| = |OF| = - &

Tanimda adi gecgen sabit nokta grafikteki F noktasi olup ayn1 zamanda

paraboliin odagidir. F (%, 0) dir. Sabit dogru d dogrusu olup ayni zamanda pa-

raboliin dogrultmanidir.

5.2. Tanim: Bir paraboliin odag1 x ekseni lizerinde ise x eksenine si-
metri ekseni, odag1 y ekseni iizerinde ise y eksenine simetri ekseni denir.

5.3. Tanim: Merkezi orijinde ve eksenleri koordinat eksenleri olan pa-
rabole merkezil parabol denir.
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5.1. Teorem: Bir merkezil paraboliin denklemi;

y? = 2px
dir.
Ispat: Parabol iizerindeki bir nokta P(x, y) ise |PF| = |PH| dir.
[(x—PY fy2y 4R
(x 2) +y =x+ 5
2 2
2_9 P P" 2 _ 2 Pp,p-
X 2x2+4+y =X +2X2+4
y? = 2px
//
p > 0 olmak izere;
i) Odag: F (g, O) ve dogrultmani x = — g olan paraboliin kolar1 saga
dogrudur.
d \y ¥ = 2px
Al Ol = F X
p
ii) Odag1 F (— %, O) ve dogrultmani x = g olan paraboliin kolar1sola
dogrudur.

YE=—2px Y d

\

F_ O ~H x

j“p

iii) Odag1 F (O, %) ve dogrultmaniy = —% olan paraboliin kolar1 yukari

dogrudur.
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¥ =2py AY

d
iv) Odag1 F (O, - g) ve dogrultman y = 7olan paraboliin kolar1 asagi
dogrudur.
Y
_P
d Y73
ol p .
[ T
F .
X2 =-2py
Ornek: Dogrultman1 x = —3 késesi 0(0, 0) olan paraboliin denklemini
bulunuz.
Cozim: x = —%z —3 ise p = 6 dir.
odag F(5,0) = F(3,0)
Denklemi y? = 2px = 12x dir.
AY
- > X
y2=12x

Ornek: Dogrultmani y = —2 ve odag1 F(0,2) olan paraboliin denklemi
nedir?

p

Cozim:y=—2 = —Eise p = 4 diir.
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Odag1 F(0, 0) dir.
Denklemi y* = 2px = 8x dir.

x?=8y  AY
F(0.2)
X
O >
y=-2
PARABOLUN DIS MERKEZI
. : [PH|
5.4. Tanim: Bir parabolde daima e = PA = 1 olmaktadir. Bu e sayisina
paraboliin dis merkezligi denir.
d AY
H P(xy)
2
H 0 \F(_;,O)

PARABOLUN PARAMETRESI

5.5. Tanim: Paraboliin odagindan simetri eksenine dik ¢izilen kirisin
uzunluguna paraboliin parametresi denir.

yyoo T
p
0 \}: "
P
T  y?=2px

[TT] parabolln parametresi

ITT'| = 2p
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Ornek: y? = 10x paraboliiniin odagindan gecen ve x eksenine dik olan
paraboliin parametresinin uzunlugu nedir?

Cozim: x = % dogrusu ile y? = 10x paraboliiniin ortak ¢oziimii T ve T’
noktalarini verecektir.

y2 =10 (;) =25

y =15
5 5
A(§,5) ve F (i,—S)
olup
|AB| = |AF|+ |[BF| =5+ 5= 10
AY y2=10x
5 T
- 4
0 >X
0 5
;;F(E,O)
-5
Tl
Yoo 2
2
dir.

PARABOL iLE DOGRUNUN BiRBiRiNE GORE DURUMLARI

y% = 2px,p > 0 parabolii ile y = mx + n dogrusunu ele alalim.
(mx + n)? = 2px

m?x? + 2mnx + n? = 2px
m?x% + (2mn — 2p)x+n? =0
ikinci dereceden denklemde,
A = (2mn — 2p)? — 4m?n?
= 4m?n? — 8mnp + 4p? — 4m?n?
= 4p(p — 2mn)
bulunur. Burada 4p > 0 oldugundan,

A, =p—2mn
alinabilir.

i) A, =p—2mn > 0dogru paraboli 2 farkl noktada keser.
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ii) A; = p— 2mn = 0 dogru parabolu tegettir.
iii) A; = p— 2mn < 0 dogru paraboli kesmez.

Ornek: y? = 12x paraboliiniin y — 3x + k= 0 dogrusuna teget olmasi
icin k'nin alabilecegi degerler nelerdir?
Cozim: p=6,m = 3,n = -k

Teget olma sartindan,

A, =p-—2mn
6—-2-3(-k)=0
k=1

bulunur.

PARABOLE TEGET ve NORMALIN DENKLEMi

5.2. Teorem: y? = 2px,p > 0 parabolii iizerindeki P(x,,y,) noktasin-
dan cizilen tegetin denklemi;
YYo= Dp(x+xo)

dir.
A y
y2=2px
P{Xo,Yo)
/ X
7 0 >

Ispat: P(x,,y,) noktasi teget tizerinde oldugundan dogrunun denklemi-
ni saglar. Buna gore;

Yo = mX,+n
dir. Bu degeri teget olma sartinda yerine yazarsak,

Al=p—2mn=0

= p—2m(y, — mx,) =0

= 2x,m* —2y,m+p=0
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bulunur. Dogru parabole teget oldugundan 2. olusan bu denklemin kokleri
birbirine esittir.

mo—m = __~o_ Yo
1= 2= 2a - Z'ZXO - ZXO
oldugunda tegetin egimi m; = — 23’70 olur. Bu egimi dogru denkleminde yerine
0

yazarsak,

- - Yo _Y0
n_YO_mXO_YO_(m)XO =72

bulunur. Buna gore dogru;

_ _ Yo .Y
y—mx+n—2xox+ 5
2 2
v =20 1 Y0
Y Yo 2X0X+2

2px 2px
y-yo=24X01x+—2Q

Y Yo = PX +pxy = p(X+Xp)
olur. //

Bu teoremde tegetin egimi tiirev yontemiyle de bulunur.

5.3. Teorem: y> = 2px,p > 0 parabolii tzerindeki P(x,,y,) noktasin-
dan c¢izilen normalin denklemi;

y
Y=Y = ?O(X_Xo)
dir.

Ispat: 5.2. teoremde P(x,,y,) noktasindaki tegetin egimi m, = ZYTO ola-
0

rak bulunmustu. Normalin egimi tegetin egimine dik olacagindan normalin
egimi,
Yo\ _
my (E) =-1
_ 2 W% __Yi_Y
my = = = =

Yo PY¥o Pyp P
dir. Buna gore P(x,,y,) noktasindaki normalin denklemi,
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y
Y=Y = FO(X_XO)
olur.

Ornek: y? = gx parabolii tizerindeki P(6,4) noktasindan ¢izilen tegetin
ve normalin denklemi nedir?

Yo

Yo 4 1
5= —3z Ve my =—
p

2x, 26 3

Coziim: p = %, my = = =3

GURSINN

Tegetin denklemi
Y ¥o =P+ X0)
4
y4=3(x—-6)
3y—x+6=0

Normalin denklemi
y
Y=Y = FO(X_XO)
4
y—4=7(x=6)

3
y—3x+14=0
olur.

5.6. Tanim: Bir parabole disindaki M(x,,y,) noktasindan cizilen iki
tegetin degme noktalarmi birlestiren dogru pargasina degme Kkirisi denir.
y? = 2px paraboliinde degme kirisinin denklemi;

YYo= PE+Xq)
dir.

PARABOLUN OTELENMESI

5.4. Teorem: Merkezi M(q, 3) noktasinda olan paraboliin denklemi;
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(ouB)

-l
¥ <

0 =

y 2=2Px

X

v —B)?*=2px—0)

n g

dir.

Bu teoremi ispati 5.1. teoremin ispatina benzer sekilde oldugundan
okuyucuya birakilmistir.

5.7. Tanim: Merkezi M(0, 0) noktasinda olan paraboliin y? = 2px
denklemi merkezi M(a,f) noktasinda olan paraboliin (y — B)? = 2p(x — «)
noktasina tasinmasina hiperboliin 6telenmesi ad1 verilir.

Otelenmis hiperboliin;
Merkezi : M(q, B)

y _ p
Odagi .F(a+2,[3)

Dogrultmani : x = «a —%

Ornek: y? = 5x paraboliiniin M(4, 3) noktasina ételemesinin denkle-
mini bulunuz.

Coziim: (y — 4)? = 4(x — 3)
y>? —8y+16 = 4x— 12
y* =8y +4x — 28

Ornek: y? — 8y — 4x — 8 = 0 paraboliiniin odaklarin ve dogrultmanla-
rini bulunuz.

Cozim: y? — 8y = 4x + 8
y2—8y+16 —16 = 4x+8
(y—4)? =4(x+6)

Odag “M(4, -6)
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Dogrultmani : x =a—%= 4—%= 3

5.1. Not: y = ax® + bx + ¢ paraboliiniin;

2
. b 4ac—b
Merkezi . <_E' T)
b 4ac—b2 1
Odag1 : <_E’—4a + E)
4ac—b2 1
Dogrultmani :y = i 13

KONIKLER

Nokta, dogru, cember, elips, parabol ve hiperbol bir denklem altinda
birlestirilir. Birlestirilen bu denkleme konik denilecektir.

5.8. Tanim:

< 3 $
) H
Diizlemde degismeyen K noktasi ile degismeyen d dogrusu verilmis olsun. K

noktasina uzakhigmnin d dogrusuna uzakligina olan orani sabit kalan noktalarin

HP|
geometrik yerine konik denir. Sekilde P aranan noktadir. Burada —— = e le

IKP|

gosterilir.
i) e <1 ise konik elipstir.
ii) e =1 ise konik paraboldiir.
iii) e > 1 ise konik hiperboldiir.
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" 4

S 6 & O

Cember: diizlem, koni Elips: diizlem, koni Parabol: diizlem, koni Hiperbol: diizlem, her iki
eksenine dik cksenine egik kenarina paralel koniyi de keser

____.._._;._

Konigin genel denklemi,
Ax* +Bxy+ Cy*+ Dx+Ey+F=0
seklindedir. Bu denklemde B = 0 ise standart konik denklemi adi verilir. Bu
denklemde 6zel olarak A = C ve B = 0 segilirse cember denklemi olur.

Bu denklemde A = B% — 4AC olarak tanimlansin.

i) A = B%2 — 4AC < 0 ise elips, cember, nokta veya bos kiime belirtir.
a) A = Cve B = 0 ise cember, nokta veya bos kiimedir.
b) A # C ve B # 0 ise elips, nokta veya bos kiimedir.

ii) A =B?% — 4AC = 0 ise parabol, paralel iki dogru veya cakisik iki do 8-
ru belirtir.

a) Denklem carpanlara ayrilabiliyorsa, paralel veya cakisik iki dogru
belirtir.

b) Carpanlara ayrilmiyor ise parabol belirtir.

iii) A = B? = 4AC > 0 ise hiperbol veya kesisen iki dogru belirtir.

a) Denklem birinci dereceden asal iki carpana ayrilamiyorsa hiperbol
belirtir.

b) Denklem birinci dereceden iki ¢carpana ayrilamiyorsa kesisen iki
dogru belirtir.

5.2. Not: Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0 konik denkleminde x’li ve
y’li terimlerin yok edilmesi icin,
2CD—BE 2AE—-BD
=22 i VEP =T o
B*—4AC B®—4AC
olmak iizere x = X + avey =Y + 3 6telemesi yapilir.
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Bu oteleme denklemi i¢in yeterli bir formiil degildir. Her zaman gecerli
olmayabilir. Bununla ilgili Lineer Cebir dersleri Lineer Doniisiim konusunda
baska formiiller verilecektir.

Ornek: x2 + 2y? + 6x — 4y + 7 = 0 denklemi analitik diizlemde ne be-
lirtir?

Cozim:A=1,B=0,C=2,D=6,E= —4,F =7 dir.

A=B?—4AC=0?2—-4-1-2=-8<0
oldugundan, denklem elips, gember, nokta ya da bos kiimedir.

Konigin standart denklemini bulmaya calisalim.
_ 2CD—BE _ 2:2:6—0-7 _
*TB_aac 0P—412
_2AE—BD _ 2:1:(—4)—0-7 _
P=-= =T 2 =1
B*—4AC 0%—4-1-2
oldugundan x =X+ (—3) vey =Y + 1 6telemesi yapilirsa
X2+ 2y +6x—4y+7=0
X=32+2(Y+1)?*+6(X-3)—4(+1D+7=0
X2 —6x+9+2Y24+4Y+2+6X—18—4Y—-4+7=0

X2 +2Y2 =4
X2  y?2
—+—=1
4 2

elipsi elde edilir.

Ornek: 4x2 — 9y2 — 6y — 1 = 0 denklemi analitik diizlemde ne belirtir?
Cozim:A=1,B=0,C=-9D=0,E=—-6,F=-1dir.

A=B?—4AC=0%-4-4-(-9)=144>0
Denklem hiperbol ya da kesisen iki dogru belirtir.
4x2 —9y? —6y— 1= (2x)2 — (9y*+ 6y + 1)
= (2x)* - @By +1)?
=2x+3y+1)(2x—3y—-1)=0

2x+3y+1
2x—3y—1
noktada kesisen iki dogru belirtir.

2 3
} dogrulariolusur. > * 3 oldugundan denklem sistemi bir
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Ornek: x2 + y2 — 6x + 8y + 25 = 0 denklemi analitik diizlemde ne be-
lirtir?

Cozim:A=1,B=0,C=1,D=—-6,E=8,F =25 dir.
A=B?—4AC=0%2-4-1-1=-4<0

D? +E* —4F = (—6)*+82—4-25=0
oldugundan denklem bir nokta beliritir. Bu nokta

(- (2 Yo

dir.

Ornek: px? + 2xy + y? — x + y = 0 koniginin parabol olmasi i¢in, p’nin
degeri ka¢ olmalidir?

Cozim:A=p,B=2,C=1D=—-1E=1,F =0 dir.

A=B2—4AC=22—-4-p-1=4—4p=0
p=1
olur.

Ornek: 2x%+ xy+ py? + 2x—4y — 6 = 0 koniginin hiperbol olmasi
icin, p’nin degeri ka¢ olmahdir?

Cozim: A= 2,B=1,C=p,D=2E=—4F=—6dir.

A=B%2—4AC=22—-4-1p=4—4p>0
p<1
olmaldir.

Ornek: x? — y2 — x + y = 0 konigi analitik diizlemde ne belirtir?
Cozim:A=1,B=0,C=-1,D=-1,E=1,F =0dir.

A=B?—4AC=02-4-1-(-1)=4>0
oldugundan denklem birinci dereceden iki ¢arpana ayrilamiyorsa kesisen iki
dogru belirtir.

X2 —y?—x+y=0

E=yE+y)—(x-y)=0
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x=-yE+y-1)=0
y=xvey=—-x+1
m;, =1lvem, =-1

egimleri dik olan iki dogrudur.

dir?

COZUMLU ALISTIRMALAR

Parabol

1. y* — 6y — 8x + 49 = 0 denkleminin merkezil parabol denklemi ne-

A)y?=8x B)y?’=6x C(C)y?=5x D)y?’=4x E)y?=2x

Cozim: y* — 6y — 8x +49 =0
y2—6y+9—-9=8x—49=0
(y—3)?=8(x—5)

Merkezil parabol denklemi ise;

dir.

y? = 8x

Cevap: A

2.y = x? paraboliiniin P(2, 4) noktasindaki tegetinin denklemi nedir?

A)y=x+4+3 B)y=x+2 (Cy=x+1 D)y=x E)y=x-1

Cozum: Tegetin egimi m = ZYT% = % =1
Tegetin denklemi y —y, = m(x— x,)
y—4=1(x—-2)
y=x+2
Cevap: B

3. y = 3x? — 12x + 12 parabolii veriliyor. Bu parabol (0, 0) noktasina

kaydirildig1 takdirde, paraboliin yeni denklemini ne olur?

A)y = 3x Bl)y=x* (Qy=3x* D)y=-3x* E)y=9x?
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Coziim:y = 3x% — 12x + 12
y =3(x*—4x+4)
y = 3(x— 2)?

A F'y

\

2
X =x—2,Y =y otelemesi yapildiginda Y = 3X* denklemi elde edilir.
Cevap: C

4. y = %XZ — 2x + 2 paraboliiniin odag1 asagidaki noktalardan hangisi-

dir?
b 4ac—b2 1
Cozim: Verilen paraboliin odak noktasi, F <_Z'T +E> oldu-
guna gore,
1
b —2 sac-b®> 1 452-(-2)* 1
—2—=——I=8ve +—=—"———F—"4+—73=0

bulunur. Su halde (8, 0) dir.
Cevap: E

5. y? = 12x paraboliiniin odaginin apsisi asagidakilerden hangisidir?
A)6 B)5 (04 D)3 E)2

Cevap: y? = 12x parabolii icin odaginin koordinatlar1 F (%, O) dir. Ayri-

ca p = 6 bulunur. Buna gore,

Cevap:D



www.matematikl.com 16

6. Odag: F(2,0) ve dogrultmani x + 2 = 0 olan parabolde p’nin degeri
nedir?

A)3 B) 4 05 D)6 E)7
Cevap: Once paraboliin grafigini cizelim.
' "f
x+2=0 y? =8x
F{2,0) X

Odak noktasinin koordinatlari cinsinden parabol denklemi; F(g, O) =(2, 0)

iging = 2 ise p = 4 bulunur. Buna gére paraboliin denklemi y? = 12x olur.

Cevap: B

7.y = (x— 1)? parabolii ile cemberi (x — 1)? + (y —k)? = 16 ii¢ farkh
noktada kesisiyor. Buna gore, k kactir?

A)2 B)3 (4 D)5 E)6

Coziim: Parabol ve ¢gemberin ii¢ noktada kesismesi icin bir noktada te-
get olmaldir. Verilere gére bu teget noktasi ancak paraboliin tepe noktasidir.

y

0 1

Tepe noktasinin koordinatlari (1, 0) noktasi oldugundan;
x—1*+ (y—-k)*=16
(1-1)2%+(0-k)*=16
k=+4
bulunur.
Cevap: B
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Konikler
8.
INF| 5 ) . A
Verilen sekil icin m =7 N noktasiin geometrik yeri olan konigin yar asal

ekseninin uzunlugu ne olur?
A) Elips B) Hiperbol C) Parabol D) Cember E) Paralel iki Dogru

Cozim:

Koniklerin dis merkezligi e = INF| iken,

INL[
e > 1 ise konik bir hiperboldur
e = 1 ise konik bir paraboldiir
e < 1 ise konik bir elipstir

Su halde e = :EEI . % > 1 olduguna gore hiperboldiir.

Cevap: C
9. 2x% — 4xy + 2y* — 5x + 5y = 0 denklemi analitik diizlemde ne belir-
tir?
A) Elips B) Hiperbol C) Parabol D) Cember E) Paralel iki Dogru
Cozim:A=2,B=-4,C=2,D=-5E=5F=0dir.

A=B%?—4AC=(-4)?-4-2:2=0
oldugundan denklem parabol, paralel ya da ¢akisik iki dogru belirtir.
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2x% — 4xy + 2y? — 5x + 5y = 2(x%— 2xy + y?) = 5(x —y)
=2(x—y)*=5x-y)
=(x—-y)(2x—2y—-5)=0

olur ki bu bize x — y = 0 ve 2x — 2y — 5 = 0 dogrularimi verir. Bu iki dogrunun
egimleri esit oldugundan paralel iki dogru belirtir.
Cevap: E

10. {(x,y) : x =2+ 3cost,y =4 +5sint,t € R denklemi analitik diiz-
lemde ne belirtir?

A) Elips B) Hiperbol C) Parabol D) Cember E) Paralel Iki Dogru

Coziim:

. X—2
X = 2+ 3costise cost=T
Y=4+551ntisesint=%

oldugundan
2 2
. 2, _ (y—4 X—2
sin t-:cos t—z( £ ) +( 3 )
X—2 -4
=2 =07 _

9 25
elipsi elde edilir.

Cevap: A

11. xX’+kxy+y?—x+y=0
koniginin bir parabol gostermesi icin k'nin degeri ne olmalidir?

A)-1 B)0O C1 D)2 E)3

Cozim: Koniklerin genel denkleminde denklemin parabol belirtmesi
icin,

dir.
Cevap:D
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