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5. BOLUM
OZEL GRUPLAR

1- PERMUTASYON GRUPLARI

M # & bir kiime olsun. P(M) ile M'nin tiim permiitasyonlarinin (M - M
ye 1-1 ve orten fonksiyonlarin) kiimesini gosterelim. P(M) bileske islemi ile bir
grup oldugu gruba giris konusunda gosterildi.

Eger o(M) = n sonlu ise P(M) =S, ile gosterilir ve S, grubuna n-inci
dereceden simetrik grup denir.

S, permitasyonun bir altgrubuna da bir permiitasyon (simetrik) grubu
olur. o(S,)) = n! oldugu aciktir.

M = {a;,a,,..,a,} diyelim. f € S, elemanim 2 satirh ve n stitunlu bir
matris halinde asagidaki gibi gosterecegiz:

f . ( al a2 oo an j
fla,) f(a,) - f(a,)
dir. O zaman, mesela,
a1 az cee an
a1 az oo an

pemiitasyonu I, birim permiitasyonudur.

Ornek: G = {1, —1,i, —i} carpma islemi ile bir gruptur. Buna gére

h_1—1i—i . (1 -1 i i
o1 i)Y e o1 S

1 -1 i -i 1 -1 i —-i
h, = ,he =
i -1 -1 1 -i i 1 -1

permiitasyonlarini yazalim. Bunlar P(G) nin 4! = 24 permiitasyonundan 4 ta-
nesidir. Bu permiitasyonlar P(G) nin bir altgrubunu olustururlar. Clinki car-
pim (bileske) tablosu kapahdir:
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h‘] Jri',:_lj, Jr;'-j Jri',:_:-‘_,

hl hl 'Ir;ll:—l‘_l "r;"i "r;'[—f‘_l
'r?':—-ltl lIrJI:—'l'] -'r;"]_ lr-?,:_?".l |r.i'4c

h‘g 1??1: h,:_ﬂ |il€|:_1~_| 1?31

hl:—f‘_l 'ilill:—‘i‘_l hé Ir-?‘l Jr}',:_l‘_l

Bu grup tablosunda h sembollerini sildigimizde aslinda G’'nin grup tablosunu
elde ederiz.

5.1. Not: S, de ¢alisirken f,g € S, icin fo g yerine kisaca f- g kullanimi
yapilacaktir.

Permiitasyonlarin Devirsel Gosterimi

Bu kisimda permiitasyonlar: daha kisa bir sekilde gostermenin bir sek-
lini gorecegiz. Bilindigi gibi S,, n elemanh bir M kiimesinin biitiin permiitas-
yonlarinin grubudur. Burada, aslinda M'nin elemanlarinin ne oldugu degil de
eleman sayis1 6nemli oldugundan M kiimesi yerine genelde M = {1, 2, ..., n}
alinir. a € S, olsun. Eger o permiitasyonu

(al a o ay anj

o=

4, a3 - 4, 4

seklinde ise o’ya uzunlugu n olan bir devir (veya kisaca n-li devir) denir ve

a = (a,,a,, ..,a,) seklinde gosterilir. Dikkat edilecek olursa o permiitasyonu
yazilirken a,; den baslanmak zorunda degildir. Mesela

a, a, -+ a,
a:
a; a, - a; a,
olup a = (a,,as,...,a,,a;) seklinde de yazilabilir. O halde, n-li bir devirin n

farkli yazihg1 vardir. Mesela asagidaki o € S¢ permiitasyonu 5 degisik sekilde
yazilabilir:

(123 45 (12345 (12345
a_(35421}(13425}_[34251}
4
3

(123 45 (123 5\ (1 23 45
4 2513 (251 4) \s5 1 3 4 2

Genelde bir f € S, permitasyonu bir n-li devir degildir. Bu durumda f birden

fazla “devir” den olusmaktadir. O halde “devir” taniminin verilmesi gerekmek-
tedir.
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5.1. Tanmm: f € S, olsun ve M = {1, 2, ..., n} alalm. Herhangi bir a € M
alalim. M sonlu oldugundan f™(a) = a sartini saglayan bir en kii¢iik m € Z*
vardir. Bu durumda

{a,f(a),f%(a),...,f™ 1 (a)}
sirali kiimesine f’nin bir devri denir. Bu kiimeye de yoriinge adi verilir. Bu de-
vir yazilirken a’dan baslanmasi gerekmez. f permiitasyonu bu sekilde bir veya
daha fazla ayrik devirlerden olusmaktadir. Bu ayrik devirler yan yana yazila-
rak elde edilen gosterime f 'nin devirsel gosterimi denir.

Ornek: Asagidaki Sy un elemani olan 1 permiitasyonunu ele alalim.
(123 456789
85492176 3

Simdi ¢ permiitasyonunda 4 farkl devir vardir:

a = 1 alinirsa m = 3 bulunur ve (1,8, 6) devri elde edilir
a = 2 alinirsa m = 2 bulunur ve (2,5) devri elde edilir

a = 3 alinirsa m = 3 bulunur ve (3,4, 9) devri elde edilir
a = 7 alinirsa m = 1 bulunur ve (7) devri elde edilir

Eger a = 4 alinsaydi (4; 9; 3) devri bulunurdu; ki bu da (3,4, 9) devrine
esittir. O halde o’nin devirsel gosterimi:
c=1(1,8,6)(2,5)(3,4,9)(7)
bicimindedir. Bu gosterim tek tiirlii degildir. Devirler yazilirken siralar1 degi-
sebilir. Ayrica, mesela, (1, 8, 6) devri (8, 6, 1) veya (6, 1, 8) seklinde 3 tirli
yazilabilir. Bu durumda o toplamda, (3 -2 - 3) - 4! = 432 farkh sekilde yazilabi-
lir.

5.2. Not: Bir permiitasyonu ayrik devirlerin ¢arpimi seklinde yazarken,
uzunlugu 1 olan devirler yazilmayabilir. Ancak bu durumda bu permiitasyo-
nun hangi simetrik grubun elemani oldugunun belirtilmemesi (veya bilinme-
mesi) karisikliga yol acabilir. Mesela (1, 2, 3) permiitasyonu asagidaki 3 farkl
permiitasyona esit olabilir.

1 2 3 12 3 4 123 45
(1,2,3)= Vv (1,2,3)= Vv (1,2,3)=
2 31 2 31 4 2 3145

S,deki birim eleman sadece 1-li devirlerden olustugu i¢in bu 1-li devir-
lerin hi¢birinin yazilmamasi olmaz. Bu ylizden birim elemani gostermek icin
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(1) € S,, semboliinii kullanacagiz. Aslinda her k € {1, 2, ... n} i¢in (k) birim ele-
mani ifade eder. Ayrica devirsel gosterimde, eger bir karigikliga yol agmaya-
caksa, semboller arasinda virgiil kullanilmayabilir.

a; a, 4dz; - 4,

Ornek: f:( ] permiitasyonu sadece a, ve a, ele-

a, a, a; - a

n

manlarini degistirip digerlerini sabit birakir. Bu durumda f = (a,, a,) yazilr.

N a b cde f
Ornek: o= =(ab)(ef)
b a cd f e
B a b cdef (ab) (def)
= =la e
b a c e f d
a b cdef (af) (bdd)
= =(a C
v f d b c e a

dir.

) 5.3. Not: Permiitasyonlarin ¢arpimi soldan saga dogru yapimaktadir.
Ornegin, (1 2) ile (1 3) permiitasyonun ¢arpimi (1 2 3) diir:

12 3)(123) (123
(12)'(13):(2 1 3}(3 2 1]:(2 3 1]:(123)

diir. Bazi yazarlar fonksiyonlardaki bileske alma islemindeki siray: takip edip
bu ¢arpimi sagdan sola dogru yapmaktadir. Yani (1 2) o (1 3) = (1 3 2) seklin-
de. Buna gore f ve g iki permiitasyon ise bir x elemaninin f ile g’'nin carpimin-
daki (bileskesindeki) degeri (fg) (i) = g(f(i)) seklinde hesaplanir. Bir x elema-
ninin bir f fonksiyonundaki degerini f(x) yerine xf seklinde gdsterenler icin
permiitasyonlari soldan saga dogru ¢carpmak daha kolaydir: x(fg) = (xf)g dir.

Ornek: S, iin devirli permiitasyonlarini yaziniz.

3 1 2 3 1 2 3
3}:I,OL1:(1 3 ZJZ(Z?’)IO%’:(Z 1 3}:(12)

3 12 3 12 3
1}:(13),(15:(2 Z 1):(123),%:(3 ) 2):(132)

Cozum:

N N DN DN

olup
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S; =(1),(23),(12),(13),(123),(132)
bulunur.

Ornek:

(12)-(1453)=(12453)

(2634)-(125)=(126345)
(12)-25)-GD=M)(2Z5B)A)=(25)
(16)-(2453)1(1249)= (1629)(345)(7)(8) = (162 9)(345)
(12345)-(5432)=(1)2)B)DHB)=(D)

5.4.Not: f = (a,,a,,...,a,) = 1= (a,a,_q, ...,a,,2a,) dir.

5.1. Teorem: Ayrik devirli permiitasyonlarin ¢arpimi (bileskesi) de-
gismelidir. Yani {a,, a,, ...,a,} ve {b;, b,, ..., b} kiilmeleri ayrik ise

(aj,a,, ...,a.)(by,b,, ...,b) = (by,by, ...,b)(ay,a,, ..., a,)
dir.

[spat: f= {i,,i,,...,i.} ve g={jjy -, js} ayrik iki devir olsun.
0 € {iy, by e g1, J2 05} iS€ £(N) = g(n) = 1 olup f(g(n)) = g(f(n)) = n bu-
lunur. Eger n € {i, i,, ..., 1.} ve f(n) € {i;,i,,...,1,.} dir. Su halde g(n) = n olup
f(g(n)) = f(n) = n bulunur. Benzer islemler n € {j,,j,, ...,j} icinde yapilabilir.
Su halde fg = gf dir.

5.2. Teorem: r uzunlugundaki bir devirin mertebesi r’dir.

Ispat: f = {i;, iy, ..., 1.}, r uzunlugunda bir devir olsun. 1 <Kk, j < r icin
j + k <rise f*(k) = i
j+k>rise f*GK) = i,
dir. Buradan f = 1 ve 1 <t < r i¢in f* # 1 bulunur.

5.3. Teorem: S, deki her permiitasyon sira gozetmeksizin ayrik devir-
lerin ¢arpimi olarak yazilabilir.

Ispat: f€S, olsun. 1'in f altindaki artarda goriintilerini alalim.
1,f(1),f%(1), ... dizisi sonlu oldugundan, belli adimdan sonra tekrar eder. Su
halde fX(1) =1 olacak sekilde en Kkiciik pozitif k tamsayis1 var ve
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(1,f(1),f2(1),... f¥*(1)) birbirinden farkhdir. Béylece k uzunlugunda
(1,f(1),f?(1), ... f<1(1)) deviri elde edilir. Bu islem devirde géziilkmeyenler
icinde yapilirsa elde edilen devirler ayrik ve carpimlari f ’yi verir.

Ornek:
f_(1 2345678

o
154623809 7} ise f = (1)(25)(346)(789)

5.4. Teorem: f € S, permiitasyonunun mertebesi, ayrildig1 ayrik devir-
lerin uzunluklarmin OKEK’leridir.

Ispat: f'nin ayrik devirlere ayrihsi f = c,c, ... ¢, ¢; devrinin uzunlugu t;
ve OKEK(t,t,, ..,t)) =m olsun. fX=cPcP..c™ =1 dir. Buradan
c' = ¢t =+ =cg" = 1bulunur.

Diger yandan f 'nin c; deki sayilara kisitlanisi c; yi verdiginden f* = 1
olmasiheri=1,2,...,s i¢in ¢! = 1 olmasini gerektirir. t; | n dir. Boylece f" =1
olan en kii¢gtik pozitif tamsayinin OKEK(t,, t,, ..., t;) = m oldugu goriiliir.

Ornek: f = (2 3)(1 45) permiitasyonu icin o(f) = OKEK(2,3) = 6 ol-
dugu goriiliir.

5.5. Teorem: n > 2 ise her f € S, permiitasyonu 2-li devirlerin (uzun-
lugu 2 olan devirlerin) bir carpimi olarak yazilabilir.

Ispat: f'nin bir deviri (a,f(a),f?(a), ..., f™ 1(a)) seklindedir. Bu deviri
((a,f(a)),(a,f?(a)),..., (a,f™ 1(a))) sekline 2-li devirlerin ¢arpim olarak ya-
zabiliriz. f 'nin biitiin devirlerini bu sekilde yazabilecegimizden iddia agiktir.

Ornek: a = (1543 6)(798) € S, elemanima bakalim.
a = (15)(14)(13)(16)(79)(78)
seklinde 2-li devirlerin ¢arpimi olarak yazilabilir. n > 2 ise S, deki birim ele-
man (1) = (1 2)(1 2) seklinde yazilabilir.

Tek ve Cift Permiitasyonlar
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5.2. Tanim: Bir 2-li devire bir transpozisyon denir. Bir permiitasyon
ikili devirlerin ¢carpimi olarak birden fazla sekilde yazilabilir. Mesela;

(12345)=(12)(13)14)(15=041DB2)A4HGDHG2)(54
Ancak bu yazilistaki transpozisyonlarin sayisi ya hep cifttir ya da hep tektir.
Cift sayida transpozisyonun carpimi olarak yazilabilen permiitasyona cift
permiitasyon denir. Aksi halde tek permiitasyon denir. Ayrica asagidaki kural-
lar gecerlidir.

TEK - TEK = CIFT, TEK - CIFT = TEK, CIFT - CIFT = CIFT

5.3. Tammm: S, de ¢ift permiitasyonlarin kiimesini A, ile gosterelim. Iki
cift permiitasyonun ¢arpimi ¢ift oldugundan A, bir gruptur. Bu gruba n-inci
dereceden alterne grup denir.

Ornek: Alterne gruplarin ilk 4 tanesi:

A, = A, = {(1)}

A; ={(1),(123),(132)}

A, ={(1),(123),(132),(124),(142),(134),(143),(234),
(243),(12)(34),(13)(24),(14)(23)}

5.2. Lemma: o € S, ayrik devirlerin ¢carpimi seklinde yazilsin. =0
permiitasyonu o ile ayni sekle sahiptir ve c'daki sembollerin yerine onlarin
B'daki gériintiilerinin yazilmasi ile elde edilir.

Ispat: (Ispat boyunca fonksiyonlarin saga, elemanlarin sola yazildig
gosterim tarzini kullanacagiz. Yani o(i) yerine ic yazacagiz.) o’nin i semboliinii
j ye tasidigini, yani ic = j oldugunu farz edelim. B~'of permiitasyonunun if
semboliini jB ya tasidigini géstermemiz yeterlidir.

iB(B~'oB) =i(oB) = (i0)B =jp

olur.

Ornek: 6 = (1,5,6)(2,3) ve B = (1,4,3) ise B~'oB = (4,5,6)(2,1) bu-
lunur.

5.6. Teorem: o, 3 €S, ayrik devirlerin ¢arpimi seklinde yazilmis iki
permiutasyon olsun. a ile B’nin eslenik olmasi icin gerek ve yeter sart bu iki
permiitasyonun ayni devir yapisina sahip olmalaridir.
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Ispat: =: a ile B eslenik olsun. O halde T™'ot = B olacak sekilde T € S,
vardir. Bir 6.2. Lemmaya gére T~ ot permiitasyonu o daki i semboliiniin yeri-
ne it yazilmasiyla elde edilir. O halde a ile B ayn1 devir yapisina sahiptir.

«: Simdi de a ile B ayn1 devir yapisina sahip olsun. a ile B'nin lizerine,
ayni uzunluktaki devirler (uzunlugu 1 olanlar dahil) alt alta gelecek sekilde
yazalim. Yukaridaki sembolleri asagidaki sembollere esleyen permiitasyona t
dersek, T 'ot = B oldugu aciktir. O halde a ile Besleniktir.

Ornek: Sg de o = (1,3,4)(2,6)(5,7) ile B = (1,8)(2,5,7)(3,4) permii-
tasyonlar1 esleniktir. Ciinki
a=(1,3,4)(2,6)(5,7)
p=(18)(257)(3,4)
yazihirsa T = (1,2,3,5)(4,7,8,6) segilirse T"*ot = B olur. Bunu saglayan daha
fazZla t  bulmak i¢in B'nin  yazihist  degistirilebilir,  mesela
B=(572)(1,8)(4,3)(6) yazilabilir.

2- BASIT ve MAKSIMAL GRUPLAR

5.4. Tanim: En az 2 elemanli bir G grubunun {e} ve G'den baska normal
altgrubu yoksa G'ye basit grup denir.

A, ve A, asikar grup olduklarindan basit degildir. A; tin mertebesi 3
asal oldugundan A; basittir. A, grubu basit degildir, ¢iinkii 4 elemanl bir

normal altgrubu vardir:
V={(1,A2GB9.(13)2 4, (1 D23} <A,

Bir G grubunun 6z, hi¢cbir normal altgrubu yoksa G, basit grup olustu-
rur.

altgruplar1 ) 0 ve kendisidir. O halde Zg basit gruptur. Aslinda asal mertebeli
her grubun basit oldugunu Lagrange Teoreminden séyleyebiliriz. Ama bunun
tersi dogru degildir. Fakat basit ve Abelyen her grup asal mertebelidir.

5.7. Teorem: Bir Abelyen grubun basit olmasi i¢in gerek ve yeter sart
asal mertebeli olmasidir.
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Ispat: =: G Abelyen ve basit bir grup olsun. O halde o(G) > 2 dir. Bir
e # a € G secelim. o(a) = n sonludur. Ciinkii eger o(a) = o olsaydi (a) devirli
altgrubu da sonlu olmayip G’'nin (en az 2 elemanli) normal altgrubu olurdu. G
basit oldugundan (a) = G olmalidir. Bu durumda G sonsuz devirli grup olurdu.
Bu durumda G'nin asikar olmayan bir altgrubu (yani normal altgrubu) olurdu
(Mesela (a?) gibi). O halde n sonludur. Oyleyse bir p asal béleni vardir. Buna
gore (a"/P) altgrubu mertebesi p olan bir normal altgruptur. G basit oldugun-
dan G = (a"P) olmalidir. O halde 0(G) = p dir. Yani G asal sayih mertebelidir.

<: p bir asal say1 olmak lizere 0(G) = p olsun. U < G olsun. Lagrange
teoremi geregince o(U) | p dir. p asal oldugundan o(U) = 1 veya o(U) = p dir.
O halde U = {e} veya U = G olabilir. Yani G basittir. //

Bu kisimda n = 5 i¢in A, grubunun basit oldugunu ispatlayacagiz. Yani,
egerH < A, veH # {(1)}ise H = A, oldugunu gosterecegiz. Bu amacla gerekli
teoremleri verecegiz

5.8. Teorem: n = 5 icin A, in her elemani 3-lu devirlerin bir ¢arpimi-
dir.

Ispat: A, in her elemani (yani her ¢ift permiitasyon) cift sayida trans-
pozisyonun ¢arpimidir. O halde iki transpozisyonun ¢arpiminin, 3-lii devirle-
rin bir carpimi seklinde yazildigin1 gostermek yeterlidir.

Simdi (a;,a,)(by, b,) carpimimi diisiinelim. Bu dort saymin birbirinden
farkli oldugunu kabul edebiliriz. Ciinkii 6yle olmasaydi, asagida iki durum ha-
linde agiklandig1 gibi, bu ¢arpim ya birim elemana ya da bir 3-lii devire esit
olurdu. (n = 3 ise, birim eleman 3-li devirlerin bir ¢garpimi olarak yazilabilir.)

i) a; = by,a, # by ise (a;,a,)(by,by) = (a;, 8;)(a;,by) = (a;,a,,by)
ii) a; = by,a, = Db, ise (a;,a,)(by,by) = (a;,a;)(ay,a;) = (a;)

Simdj, n = 5oldugundan 1 < e < n olacak sekilde bu dort sayidan fark-
I1 bir e sayis1 vardir. Boylece;

(a;,a5)(by,by) = (e,a4,a;)(e,a4,by)(e,by, by)
olup iddia dogrudur.
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5.9. Teorem: H < A, olsun. Eger H bir 3-lii devir igeriyorsa o zaman
H=A, dir.

ispat: (a,b,c) € H olsun. x,y,z € {1,2, ..., n} olsun ve x, y, z birbirinden
farkli olsunlar. 8 € S, eleman1 a'y1x'e, b'yi y'ye ve c'yi z'ye esleyen bir eleman
ise 671(a,b,c)0 = (x,y,z) dir. Eger 0 cift ise H< A, oldugundan (x,y,z) € H
dir. Eger 0 tek ise n > 5 oldugundan a, b, c’den farkli e, f sayilari vardir. O za-
man y = (e, f)0 cifttir.

Y~ 1(a,b,0)p =071(e(ab,c)(e,NO
=0"1(a,b,c)0

= (xy,2)

olup normallikten dolay1 (x,y,z) € H olur. x, y, zZ'nin se¢imi keyfi oldugundan
H, S, deki biittin 3-lii devirleri icerir ve 5.8. teoremden dolay1 H = A dir.

5.10. Teorem: H < A, olsun. Eger H, iki ayrik transposizyonun c¢arpi-
min1 iceriyorsa H = A, dir.

Ispat: a = (a,,a,)(as,a,) € H iki ayrik transpozisyonun ¢arpimi olsun.
n>5 oldugundan bu dort sayidan farkh e € {1,2,..,n} sayist vardir.
0 = (a,,a,,e) olsun. 8 € A, olup normallikten dolay1 07 'a8 = (a,,e)(as,a,) €
H dir. Simdi,

o107 aB) = (a3,a;)(a3,a4) (2, €) (a3, a4)
= (ap,3,)(az €)
= (a,,e,2,) EH
olup H bir 3-li devir igerir. 5.8. teoremden dolay1 H = A, dir.

5.11. Teorem: n > 5 icin A, basit gruptur.

[spatt H< A, ve H=#{(1)} olsun. O zaman (1) # « €H vardir.
0y, 0y, ..., 0 ayrik devirler olmak tizere a = a,a, ... olsun. Ayrik devirler
degismeli oldugundan a,, a,, ..., o larm uzunluklarina gore biiyiikten kii¢iige
siralandiging; yanii = 1,2, ...,k — 1 i¢in

“a; nin uzunlugu” > “a; + 1 in uzunlugu”
oldugunu varsayabiliriz.

1. Durum: a; = (a,,a,,...,a,,) Ve m = 4 olsun.
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a = (a,,a,,a3) olsun. o € A, oldugu ve c¢'nin a,, a,, ..., o ile degismeli
oldugu agiktir. c™* € A,, ve H < A, oldugundan
B =a (o tao)
= ag .. 07 1@y, 8584, 8y, e, A ) Ay, e, Ay
= a;'(a, as,a;,a,, .., a,)
= (ap,ap_1, -3y a,)(ay 23,25,y ...,ay)
= (a13;,a,)
olup B € H dir. 5.8. teoremden sonug ortaya cikar.

2.Durum: m = 3 olsun ve a, de bir 3-1u devir olsun.

a, = (a,,a,,a3) ve o, = (a4, as,a¢) diyelim. 0 = (a,,a;,a,) € A, olsun.
Simdi
a (o rao) = ot eyt ot (ag,a5,a,) (@, a5, a6 ) 030y e O
= ;' ;" (ay,a3,2,) (2,25, 34)
olup Durum 1'den dolay1 sonuc elde edilir.

3. Durum: m = 3 ve a, a5 ... oy larmn hepsi transpozisyon olsun.

o, = (a;,a,,a;) olsun. o® = (a,,a,,a5)% = (a;,a5,a,) € H olup sonug
5.8. teoremden ortaya ¢ikar.

4. Durum: Biitiin ; ler transpozisyon olsun.

a, = (a,,a,),a, = (ag,a,) olsun. o = (a,,as,a,) diyelim. Simdi
a (o rao) = (ap,a3)(ay,a,) a0y, . 00 0L, oty
= (ap,a3) (a4, 33)(ay,3,)(a3,a4)
=(apa3)(ay,a,) €H
olup 5.9. teoremden sonug ortaya ¢ikar.

5.5. Tanim: G bir grup, N < G olsun. N'yi kapsayan, M ve G’den baska
hi¢bir normal altgrup yoksa M’ye G’nin bir maksimal normal altgrubu denir.

Ornek: Z de N = 3Z = (3) normal altgrubu maksimal altgruptur.

5.12. Teorem: N < G maksimal normal alt gruptur ancak ve ancak G/N
basit gruptur.
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Ispat: =: N < G maksimal olsun. L. < G ise G’'de 6yle bir K < G vardir ki
N < K ve L = K/N dir. Fakat N maksimal oldugundan M = K veya K= G dir.
Bu durumda L, G/N nin 6z olmayan normal altgrubudur.

<: G/N basit olsun. Boliim grubu tanimina gére G'nin N’yi kapsayan N
ve G’den baska hi¢cbir normal altgrubu olamaz. Yani N < G dir.

3- DIHEDRAL GRUPLAR

Sekildeki ABC eskenar ti¢genini diisliinelim.
A

B —C

Bu iiggeni tam ortasindan ve diizleme dik bir eksen etrafinda 120° saa-
tin ters yoniinde dondiirme islemine f diyelim. 1 dogrusu etrafinda 180° dén-
diirmeye g diyelim. Bu durumda f3 = e ve g2 = e dir. Birim d6niisiim (yani e)
olarak ijggenin orjinal hali anlagllmaktadlr

VANSTANTANSAN
VANVANVAN

Bu sekilde elde edecegimiz biitiin farkh doénmelerin kiimesi
{e,f,f2,g fg f2g} 'dir. Bu sekilde elde ettigimiz gruba eskenar ii¢ggenin dihed-
ral grubu denir ve D; ile gosterilir. Benzer sekilde eskenar n-genler kullanila-

rak elde edilen gruplar smnifina dihedral gruplar diyecegiz. Simdi bu tanimi
verelim.

5.6. Tanim: n > 3 bir tamsay1 olsun. n kenarli diizgilin bir ¢okgenin tiim
doénme ve yansimalarinin olusturdugu gruba dihedral grup denir ve D, ile gos-
terilir.
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Ornek: D, dihedral grubunun elemanlarini belirleyiniz.

Cozim: Cokgenin bir kdsesi A olmak ilizere O merkezi ve A’dan gecen

360
dogruya gore yansimay1 b, 00 ik donmeyi 1, o derecelik donmeyi o ile gos-

terirsek, n tane donmeyi 1, a, ...,a" 1 ve n tane yansimay1 b, ab, ..,a™1p ile

ifade edebiliriz. O halde D,, in tiim elemanlar1 a ve b’nin kuvvetlerinin ¢arpimi
ile elde edilmis olur. Bu durumda

D, ={e,a,a%, ..,a" 1,b,ab,..,a" b}
ifade edilen bir gruptur. Simdi de D, ii yani karenin tiim déonme ve yansimala-
rindan olusan grubu elde edelim. Bu durumda karenin hi¢ hareket etmemesi
(1) ile gosterir. Karenin merkezi etrafinda saat yoniiniin tersine 900 donmesi
a = (123 4)ile gosterir isek a®> = (1 3)(2 4), «® = (1 4 3 2) bulunur.

h yatay ekseni etrafinda bir yansimay1 8 = (1 4)(2 3) alirsak
af = (24),a?B=(12)(34),a3B=(13)
elde edilir. Buna gore
D, ={ea o o B, ap, o> B}
olarak bulunmus olur.

4- p-GRUPLARI
5.7. Tanmm: G bir grup ve p bir asal say1 olsun. Eger G grubunun her

elemaninin mertebesi p’nin bir kuvveti ise G’ye bir p-grubu denir.

Ornek: G = (i) devirli grubunu géz 6niine alalim. Grupta
0(1)=1=2%0(-1)=2=2%0(i) = o(—i) = 4 = 22
dir. O halde G = (i) grubu bir 2-gruptur.

5.5. Not: i) Bir p-grup sonlu ya da sonsuz olabilir.

ii) Sonlu bir grubun p-grup olmasi icin gerek ve yeter sart grubun mer-
tebesinin p’nin bir kuvveti olmasidir.

iii) Bir grubun degismeli olmasi ile p-grup olmasi arasinda bir iligki
yoktur.
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5.8. Tanim: G sonlu degismeli bir grup, p asal say1 p | 0(G) olsun.
G, ={x€G: o(x) =p ,reZU{0}}
seklinde tanimlanir.

5.13. Teorem: G sonlu degismeli bir grup, p bir asal say1 ve p ‘ o(G)
olsun. Bu durumda G, < G dir.

Ispat: 0 € G icin 0(0)=1=p° olup 0 € G, ise G, # < dir. Ayrica
x € G, i¢in x € Golup G, < G dir.

X,y € G, ise o(x) = p",0(y) = p° olacak sekilde r,s € Z* v {0} vardir.
o(y) = p® ise o(—y) = p?® dir. Genelligi bozmadan max(r,s) = r alalim.

P'x—y) =px+p(=y)=px+p(-y) =0+p"°0=10
olup o(x —y) | p" dir. Boylece x —y € G, ve G, < G bulunur.

5.6. Not: Her grup p-grubu olmak zorunda degildir. Eger G sonlu de-
gismeli bir grup p bir asal say1 ve p | 0(G) ise G'nin en genis p-altgrubu G, dir.

Ornek: G = Z,, grubu igin 0(G) = 12 = 223 olup Z,, p-grup degildir.
G'nin G, ve G5 vardir.

G, ={X€eG: o(X)=2"reZ*u{0}

G; ={X€G: o(X)=3"reZ*u{0}

-
Il
~ ~

Peter Ludwig Mejdell Sylow
12 Aralik 1832, Oslo, Norveg - 07 Eyliil 1918, Oslo, Norveg

5.9. Tanim: G sonlu bir grup, p asal sayy, r € Z* olmak tizere p™ | o(G)
ve p™*1 4 0(G) olsun. Bu durumda G grubunun mertebesi p™ olan altgrubuna
Sylow p-altgrubu ad1 verilir.
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Ornek: S, = {(1),(12),(1 3),(1 23),(1 3 2)} grubunu géz éniine ala-
Iim. o(S;) = 2+ 3 = 6 oldugudan Sylow 2-altgrubu ve Sylow 3-altgruplar var-
dir.

H; = ((1,.2)) = {(1),(1 2)}

H, =((1,3)) = {(1),(2 3)}

H; =((2,3)) = {(1),(23)}
Sylow 2-altgruplaridir.

H, = ((123))=((132))= {(1),(123),(132)}
Sylow 3-altgruplaridir.

5.10. Tanim: G sonlu bir grup ve H < G olsun. g € G icin
ghg™ = {ghg ™ [h € G}
kiimesi G'nin altgrubudur. gHg™? altgrubuna H altgrubunun g ile eslenigi adi
verilir.

5.14. Teorem: G sonlu bir grup a € G olsun. O zaman

0(C@) = 53

dir.

Ispat: x, M(a) merkezinin G i¢indeki farkl sol kalan sifirlarinin kiimesi
olsun. M(a) < G oldugunu biliyoruz. T:x — C(a), T(xM(a)) = xax~?* ile tanim-
lansin. T, 1-1 ve orten oldugunu géstermek okuyucuya birakilmistir. Buradan
o(C(a)) = o(x) dir. Buna gore;

0(C(a)) = 0(x) = s
o(M(a))
elde edilir.

o(G)
o(M(a))

G’nin her bir eslenik sinifindan secilen bir eleman tlizerindedir. Bu esitligi G'nin

smif denklemi denir. Siif denklemi o(G) = o(M) + ) 0((1)\/5((2))

de edilebilir. 0o(C(a)) = 1 olmasi icin gerekve yeter sart a € M olmasidir. Buna
gore;
aeEMoeoVxeEGxa=axeo Ve xax™

5.1. Sonug: G sonlu bir grup ise 0(G) = X,

dir. Buradaki toplam

seklinde de ifa-

l=a < c(a) = {a}

dir.
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5.15. Teorem: G asikar olmayan sonlu bir grup p asal bir tamsay ol-
sun. G’'nin p grup olmasi igin gerek ve yeter sart o(G) = p* olacak sekilde bir k
pozitif tamsayinin olmasidir.

Ispat: =: G, p-grup olsun. Eger q # p, q - 0(G) ise Cauchy teoremi geregi
G’de mertebesi q olan eleman olur ki bu G’'nin p-grup olmasi ile gelisir. Su hal-
de 0(G) = pX,k € Z* vardr.

<: 0(G) = pX k € Z* olsun. Lagrance teoremine gére G’nin her elema-
ninin mertebesi p’nin bir kuvvetidir. Béylece G bir p-gruptur.

5.16. Teorem: Sonlu bir p-grubun merkezi birimden farkhdir.

Ispat: pasal,n > 1 ve o(G) = p olsun. a € G icin M(a) < G ve Lagrange
teoremine gore o(M(a))o(G) = p" dur.

a€E M M@) =G<na=n denklikleri géz 6niine alinarak eslenik
smif denklemi yazilirsa;

n
0(G) = p" =o(M) + X or- = o(M) +p"
bulunur. Bu esitlikten p | o(M) bulunur. O halde 0(M) > 1 dir.

5.1. Sonug: p asal tamsay1 olmak iizere p? mertebeli grup degismelidir.
Gergekten, G grubu degismelidir ancak ve ancak M = G dir. Onceki teoreme

gore o(M) #1 ve o(M) |p2 olacagindan o(M) |p ve o(M) = p? olur. Eger
o(M) = p olmadigini gosterirsek ispat tamamlanir.

o(M)=p olsun. 3a€G—M alalm. M <M(a) ve M #M(a)
g o(M) > p ve o(M) | p? yani o(M) = p? ve M(a) = G bulunur

0o(M) = p ancakve ancak a € M oldugundan a € G — M olmasi ile ¢elisir.
O halde o(M) = p olamaz.

5.11. Tanim: G bir grup ve A # J olsun. Bir * : G X A = A,
(ga) » *((ga)) =g*a
fonksiyonu verilsin. Eger;
i) Va€Aigine*a=a
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ii) Va€AVgh e igin (gh)*a= g*(h=*a) ise * fonksiyonuna G'nin A
lizerine bir etkisi ve A’ya bir G kiimesi denir.

Uygulama da gerek olmadikea, g*a elemani ga ile gosterilecektir.

Ornek: Va € AveV g€ G icin g*a = a ile tammh * fonksiyonu G’nin A
lizerine bir etkisidir. Buna asikar etki denir.

Ornek: G bir grup H < G olsun. Vh € Hve V g € G igin h*g = hgh™ ile
tanimh * fonksiyonu H'nin G iizerine bir etkisidir. Buna H'nin G {izerine esle-
nikleme etkisi denir.

V h k€ H,V g € G icin
(hk)*g = (hk)g(hk)™*
= (hgk~*h™)
= h(kgk })h™?!
= h*(kgk~1)h™?!
= h*(k*g)
= gdir.

ve exg = ege” !

Ornek: G < S, olsun. O zaman G, I, iizerine dogal olarak etki eder
o*i = o (i) dir. Kolaylikla I(i) =ive V o,t € Gicin ot(i) = o(t(i))dir.

5.17. Teorem: G grubu A kiimesi iizerine etki etsin. Asagidakiler sagla-
nir.

i) Va,b €Aigin a~b < ga = Db olacak bicimde g € G vardir. ~ A lizerin-
de denklik bagintisidir.

ii)VaeAicinG, ={geG | ga=a} < Gdir.
Ispat: i) V a € A i¢in ea = a oldugundan a~a dur.

Vv a,b €A icin a~b ise ga=b dir. g7*(ga) = g"'b, a= g 'b olup b~a
dir.

a,b,c € A icin a~b ve b~c ise ga =b ve hb = c olacak sekilde g,h € G
vardir. h(ga) = ¢ < (hg)a = c olup a~b dir.
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ii)ea=aolupe€G, & G, #J dir. Simdi g,h € G, olsun.ga=ha=a
dir. Ayricaha=a<a=h"taoluph™ € G, dir. Simdi

(gh™Ha=gh™a)=ga=a
olup gh™ € G, dolayisiyla G, < G dir.

5.11. Tanim: G bir grup ve A kiimesi lizerine etki etsin. a € A olsun.
a’nin ~ denklik bagintisina gore denklik sinifina G’'nin a’y1 igeren yo6riingesi
denir ve Y;(a) ile gosterilir. G, altgrubuna da a’'nin G icindeki dengeleyicisi
denir.

Ornek: S; = {1,(12),(13),(23),(123),(132)}, A= {1,2,3} lizerine
dogal etki etsin. Y; (1) ve G, bulalm. Y; (1) = {1,2,3} ve G; = {I, (2 3)} olur.

5.18. Teorem: G sonlu bir grup ve A sonlu bir G kiime olsun.
j)Vae Aicin o(Y;(a)) = Gidll'.
a

ii) G'nin A tlizerindeki birbirinden farkh yortingeleri
Y (a1),Ys(@z), -, Yo (a)

ise o(A)= ZO(Y (@)= z 0((G))
Ispat:
i) B={gG, | g € G} olsun. o(B) = 0(G) dir. O halde o(B) = o(Y;(a))

0(Ga)
oldugunu goéstermek yeterlidir. ¢:Y;(a) - B, ¢(ga) = gG, olarak tanimlaya-
lim.
ga=hachl(ga)=a< (h!gla=achlge G,< ga=hG,
olup ¢ iyi tanimli ve 1-1 dir. Ayrica tanim geregi 6rtendir. Boylece ispat biter.

ii) G'nin farkh biutiin yoringeleri Y;(a,),Y;(a,), ..., Yg(a,) olsun. 5.11.
tanimdan A=UYG (a,) ve (i) den dolay1

i=1

o(A):o(LjJYG(ai)J Zow( )= Z"((g))

bulunur.

5.12. Tanim: G grubu kendi lizerine eslenikleme biciminde etki etsin.
Y a € G icin G'nin a’y1 iceren yoriingesine a’nin eslenik sinifi denir C(a) ile gos-
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terilir. A'nin dengeleyicisine de a’nin G icindeki merkezleyeni denir ve M(a) ile
gosterilir. Boylece

c(a) = {xax"'| g€ G},M(a) = {g € G| ga= ag}
dir.

5.19. Teorem: G sonlu bir grup olsun.

i)Va€ Aigino(C(a)) = O((g)) dir.

ii) G’'nin A lizerindeki birbirinden farkl biitiin eslenik siniflari
C(ay), C(ay), .., C(ay)

olsun. O zaman o(G)= Z%
iz1 O a

Ispat: G kendi iizerine esleniklenme biciminde etki etsin.

i) a € G olsun. 5.16. teoremden dolay1 o(Y;(a)) = 0(G) oldugundan

0(Ga)
5.12. tanimdan C(a) = o(Y;(a)) ve o(M(a)) = o(G,) oldugundan o(C(a)) =
(?((g )) bulunur.

ii) G’'nin birbirinden farkl biitiin eslenik smniflar1 C(a,),C(a,), ..., C(a;)
olsun. 5.18. teoremden (ii) uygulanirsa (i) den dolay1

o(G)= Zo(c:(a)) Z (;)a(f)))

dir. Simdi Sylow teo remlerme alt yap1 hazirlayalim.
o(G)
o(A)=) Ys(a;))=
Z Z oG, )
idi. Burada

Fiks(G) ={a€A | ga = a,V g € G} olarak tanimlansin. o(Fiks(G)),
uzunlugu bir olan yoériinge sayisidir. Uzunlugu birden biiytik yoriingelerin bi-
rer temsilcisi by, b,, ..., b, olsun.

o(A)=o(Fiks(G))+ iO(YG (b,))=0(Fiks(G))+ Zr: O((’é_?)

dir.

A =G almirsa G kendi Uzerine esleniklenme biciminde etki etsin.
Y () = C(b;) ve Gb]_ = M(b;) oldugundan
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0(G)=o(Fiks(G))+ io(C(bj)) = o(Fiks(G))+ i%

) = 1 oldugudan G = M(a) yani a € M dir.

o(G)
olur. Ayrica a € Fiks(G) iken
o(Ma
Buna gore Fiks(G) = M olup
o(G)
o(G)=0o(M)+
Z o(C(b,))

bulunur. (Buna G’mn smif denklemi denir.)

5.7. Not: i) G sonlu bir grup ve G’'nin mertebesini bdlen bir asal p olsun.
O zaman G’nin mertebesi p olan bir elemani vardir. (Cauchy teoremi)

ii) o(G) = p" olan bir grup A sonlu bir G-kiime olsun. O zaman
0(A) = o(Fiks(G))(mod P)
dir.

iii) k p™ elemanl bir kiimenin OBEB(k, p) = 1, p™ elemanl alt kiimele-
rinin sayisi s ise s = k (mod P) dir.

5.20. Teorem (Birinci Sylow Teoremi): G sonlu bir grup olsun. p bir
asal sayi, k,m € N ve OBEB (k, p) = 1 olmak tizere o(G) = k p™ olsun. O zaman
G'nin mertebesi p™ olan bir p-altgrubu vardir.

Ispat: G’'nin p™ elemanli alt kiimelerinin sayis1 M olsun. 5.8. nottan
o(p) = k(mod P) ve OBEB(k,p) = 1 oldugundan p + M dir. A € M ve g € G icin

gA = {ga lae€ A} olarak tanimlansin. o(gA) = o(A) = p™ oldugundan gA € M
dir.

Tanima gore M bir G-kiimedir. G'nin M tlizerindeki farkl yoriingeleri
A A,, ..., A. € M olmak tzere Y;(A,) Y (A,), ..., Y (A,) olsun.

o(M) = 0(Y5(A1), Y (A2), -, Yo (Ar)
dir. Ayrica p t+ M oldugundan bir 1 <i <r i¢in p { Y;(4,;) dir. S = A, olsun.

= 0(Y;(s)) ve p t 0o(Y;(s)) oldugundan p ¢ GE
S

0(G)
5.18. teoremden (i) den

0(Gs)
dir. p™ | 0(Gy) oldugundan p™ < o(Gy) dir. a € S alalhm. Her m € G i¢in xS = S
olup xa€S dir. Buradan Ga <SS ve 0(Gga) < o(S) bulunur. Ayrica
0(Gg) = 0(Gga) ve o(S) = p™ oldugundan o(G,) < p™ve boylece o(Gy) =p™
olur.
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5.21. Teorem (ikinci Sylow Teoremi): G sonlu bir grup olsun. G’'nin
herhangi iki Sylow p-altgrubu G icinde esleniktir.

Ispat: m € Z* ve OBEB(k, p) = 1 olmak iizere o(G) = k p™ olsun. G’nin
iki Sylow p-altgrubu P ve Q olsun. o(P) = 0(Q) = p™ dir. gPg~! = Q olacak
bicimde bir g € G oldugunu goéstermek yeterlidir. A = {gP | a€ G} olsun.
o(P)= g dir. Simdi Q, A lizerinde her y € Q ve gP € A icin y(gP) = (yg)P sek-
linde etki etsin.

Q bir p-grubu oldugundan 5.8. not (ii) den o(A) = o(Fiks (Q)) (mod P)

n
dir. Ayrica o(A) = ofG) _ kp? _ k oldugundan P { 0(A) ve Fiks (Q) # O dir.

o(P) — p"

gP € Fiks(Q) olsun. y € Q icin ygP = gP oldugundan g~'ygP = P ve
g lyg € P olur. Buradan g~'Qg < p bulunur. Ayrica o(P) = o(g 'ygP) oldu-
gundan P = g~1Qg dir.

5.22. Teorem (Uciincii Sylow Teoremi): G sonlu bir grup ve G’'nin
0(G)
Sylow p-altgruplarinin sayist np olsun. O zaman n, =

TOR(D) M
n, = 1 (mod P) dir.

Ispat: G’'nin bir Sylow p-altgrubu P ve A = {gPg~! | g € G} olsun. G’'nin
btiin Sylow p-altgruplart P'nin esleniklerinden olusturdugundan o(A) = n,,
dir. 0o(A) =1 (mod P) ve 0(A) = % oldugunu gostermek yeterlidir. P, A
G
lizerine esleniklenme biciminde etki etsin. P bir p-grubu oldugundan 5.8. not
(ii) den 0(A) = o(Fiks(p)) (mod P) dir.

P € Fiks(p) oldugundan Fiks(p) # & dir. Simdi gPg~* € Fiks(P) olsun.
Her y € P icin y(gPg™ 1)y ™! = gPg~! oldugundan

(gyg™)P(g7'y 'g) = (g7'yg)P(g7lye) ' =P
ve gyg~! € N(P) olur. y keyfi secildiginden gPg~! < N(P) dir.

Buradan P ve gPg~!, N(P) nin Sylow p-altgruplaridir. ikinci Sylow teo-
reminden h™1g~'Pgh = P olacak bicimde h € N(P) vardir. gh € N(P) oldugun-
dan g€ N(P) ve buradan gPg~' =P bulunur. Dolayisla Fiks (p) = {p} ve
o(fiks(P)) = 1 dir. Bu deger yukarida yerine konulursa o(A) = 1 (mod p) bu-
lunur.
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Simdi 0(A) = % oldugunu gosterelim. x,y € G icin

xPx ' =yPy 'l (yHP(y 'x)1=P
<y Ix N(P)
< xN(P)=yN(P)

oldugundan o0(A) = —r—< dir. Ozel olarak o(A) |o(G) olur.
G

Ornek: S, simetrik grubunun p = 2, 3 icin Sylow p-altgrubunu bulunuz.

Coziim: o(A) = 233 =24 tiir. Oyleyse D, bir Sylow 2- altgrubudur.
Cinkii o(D,) = 23 tiir. Ayrica
((123)),((124)),((134))((123))

altgruplarindan her biri Sylow 3-altgrubudur.

COZUMLU ALISTIRMALAR

16_12345678
"7 375612 8 4

permiitasyonu verilsin. 8’y1 6nce ayrik devirlerin sonra da 2-li devirlerin bir
carpimi seklinde yaziniz. 6 cift midir, tek midir?

Cozuim: 0 = (1,3,5)(2,7,8,4,6) = (1,3)(1,5)(2,7)(2,8)(2,4)(2,6)
olup 6 permiitasyonu 6 tane transpozisyonun ¢arpimidir, yani ¢ifttir.

2. S; de A ={(1,2)) ve B=((1,3)) altgruplar: verilsin. AB ¢arpimi S,
un bir altgrubu mudur?

Cozim: A = ((1),(1,2)) ve B=((1),(1,3)) ise
AB = {(1),(1,2),(1,3),(1,2,3)}
olur. Burada (1,3)(1,2) = (1, 3,2) € AB olup AB bir altgrup degildir.

4. Bir G grubunun normal bir altgrubunun normal bir altgrubu G'de
normal olmayabilir. Bir 6rnek vererek gosteriniz.

Cozim: G = A, grubunu alalim.
V={1),(12)34),(13)24),(14(23)} <A,
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oldugu aciktir, ¢linkii ayrik iki transpozisyonun ¢arpimi seklindeki biitiin per-
miitasyonlar V de olup her « € A, ve her B € V i¢cin a~*Ba permiitasyonu B ile
ayn1 sekle sahiptir. Yani birim elemandir ya da ayrik iki transpozisyonun car-
pimuidir. O halde a™!Ba € V dir. Simdi U={(1), (1 2)(3 4)} dersek U < V olur.
Cunki bu altgrubun indeksi 2’dir. Ancak U, A, lin normal altgrubu degildir.
Cinkii (123)€ A, i¢in (123)71-(12)(34)-(123)=(23)(14)¢ U dir.

5.n = 3icin S, Abelyen degildir. Gosteriniz.

Cozim:n >3 isea= (1,2) € S, ve = (1,3) € S,alallm af = (1,2,3)
fakat Ba = (1,3, 2) olup S, abelyen degildir.

6. H < S, bir altgrup olsun. Ya H’nin tiim elemanlar cifttir ya da yarisi
tek yarisi cifttir. Gosteriniz.

Cozim: H < S, olsun. H'nin tiim elemanlar ¢ift olmasin. ¢ € H tek ol-

sun. Ho = H olup H'yi ¢ ile carpmak H’deki biitiin ¢ift elemanlar: tek; tek ele-
manlari da cift yapar. O halde H’deki elemanlarin yarisi cift yarisi tektir.

7.Sg de a = (1,2,3)(4,5) permiitasyonunun merkezleyenini bulunuz.

Cozim: C, = {t € S5 : T~ tat = o} kiimesidir. Baska bir deyisle bu kiime
a’y1 a'ya eslenik yapan permiitasyonlarin kiimesidir. 5.8. teoremde izah edil-

digi gibi bu permiitasyonlar1 bulmak i¢in o'nin altina a yazilip tistteki sembol-
leri alttakilere esleyen permiitasyonlar yazilir. O halde

C, ={(1),(1,2,3),(1,3,2),(1,2,3)(4,5),(1,3,2)(4,5),(4,5)}
olur.

8. A; iin grup tablosunu yaziniz.
Cozim: A; = {(1),(1 2 3),(1 3 2)} grubunun tablosu asagida verilmis-

tir.
\ (1) (123) (132)

(1) (1) (123) (132)
(123) | (123) (132) (1)
(132) | (122) (1) (123)

9.A, =S, ise n = 1 oldugunu gosterin.
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Cozium: n > 1 ise S, grubu 1 ile 2'yi yer degistirip diger biitiin eleman-
lar1 sabit birakan a = (1,2) permiitasyonunu icerir. o tek permiitasyon oldu-
gundan A, # S, dir. A; = S, oldugundan A, =S, = n= 1dir.

10. Asagidaki permiitasyonlarin mertebelerini bulunuz. Tek veya cift
olma durumlarini belirtiniz.

[1 2 345 6 7 8 9}

9357 6812 4
b) (15237)(342956)

Coziim: Oncelikle verilen permiitasyonlar1 ayrik devirlerin ¢arpimi ola-
rak yazalim.

a)(1947)(23568)

OKEK(4,5) = 20

Teklik ve ciftlik icin permiitasyonu transpozisyonlarinin ¢arpimi olarak
yazalim.

(17)A4)(19)(28)(26)(25)(23)
olup 7 tane yani tek permiitasyondur.

b) (157)(29)(34)

OKEK(4, 2,2) =4

Transpozisyonlar: (1 7)(1 6)(15)(2 9)(34) olup 5 tane yani tek per-
miitasyondur.

11. f=(147)(258), h=(154)(236) ise gfg™* =h olacak sekilde
bir g permiitasyonu bulunuz.

Coziim: gfg™t =h
(8(1)g(4)8(7))(8(2)g(5)8(8) = (1 54)(23 6)
1 2 3 45 6 7 8

(1 27538 4 6j

(3745)(68)
olur.

12. S, de a = (1 34)(1 2 4) permiitasyonunun Z(a) merkezlestiricisi-
ni bulunuz.

Coziim: Baf™! =«

(BMBE(BBIB(4) =(12)3 4)
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=(12)43)
=(21)(34)
=(21)(43)
=(34)12)
=(34)(21)
=(43)12)
=(43)21)

Z(o) = {1, (3 4),(2 1),(12)(34),(13)(24),(1324),(1423),
(14)(23)}

13. Mertebesi 35 olan grup basit grup mudur?

Cozim: o(G)=35=5-7, ng :1+5k‘7, k=10 ise ng=1, 1 tane
Sylow 5-altgrubu vardir. Bu altgrup P ise P < G dir. 5™ | 0(®), 5™*1 t 0(G) i¢in
m = 1 ve o(P) = 5 dir. O halde G grubu basit grup degildir.

14. Mertebesi 30 olan grup basit grup mudur?

Cozim: 0(G)=30=2-3-5

n, = 1 + 2k| 15 i¢in n, € {1,3,5 ve 15}

n, = 1+ 3k| 10 icin n, € {1,10}

ng =1+ 5k | 6 icin n; € {1, 6}

n, =6 ise farkh Slow 5-altgruplarinin Kkesisimi {e} oldugundan
4-6 =24

n; =10 ise 2- 10 = 20 olup 24 + 20 + 1 = 45 olmas1 gerekir. 45 > 30
olup n; veya n. ten birisi 1 olmak zorunda 1 tane olan normal altgrup olup G
basit grup degildir.

15. Mertbesi 48 olan grup basit grup muduru?

Coziim: 0(G) = 48 = 2*- 3,

+2k| 3 i¢in n, € {1,3}
ise n, = 1 basit degildir. n, = 3 olsun. G’'nin birbirinden farkh iki Sylow 2-
altgrubu P ve Q olsun.

o(PQ) =5 = 5 <48, oPNQ =8

olmaldir. P N Q # P oldugundan |P N Q| = 8 bulunur.




www.matematikl.com 26

16-16

O(PQ) = g =32

bulunur. PN Q < P,Q < N, (PN Q) olup o(Ng(PN Q) = 32,0(Ng(PNQ)) |48
oldugundan o(N; (PN Q)) = 48 olup N; (PN Q) = 6,P N Q < G bulunur.
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