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3. BOLUM
GRUBA GIRIS

Niels Henrik Abel
(05.08.1802, Nedstrand, Norveg - 06.04.1829, Froland Municipality, Norvec)

GRUP KAVRAMI

3.1. Tanim: A # J ve A kiimesi lizerinde taniml * islemi tanimlansin.
Eger (A, %) sistemi lizerinde,

G1) * isleminin kapallik 6zelligi,

G2) * isleminin birlesme 6zelligi,

G3) * islemine gore birim (etkisiz) eleman,

G4) A kiimesinin her elemaninin * islemine gore tersi,

aksiyomlari var ise (A, *) sistemine grup denir.

Besinci aksiyom olarak “*” isleminin degisme 6zelligi varsa (A, *) sis-
temine degismeli grup (Abel grubu) denir.

Bir islem varsa kapalidir. Ciinkii islem, fonksiyon iizerinde tanimhdir.
Dolayisiyla islem mevcutsa kapalilik 6zelligine ihtiyac yoktur. Ama tanimlanan
islem olup olmadig1 kapalilik 6zelligi ile belirlenir. Bu sebepten fonksiyon tlize-
rinde tanimli gruptan bahsediliyor ve fonksiyon asikarsa kapalilik 6zelligine
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bakilmaz. Ama fonksiyon oldugu asikarlk yoksa bu durumda kapalilik 6zelligi
incelenmelidir.

Ornek: Z tamsayilar kiimesi lizerinde A islemi;
XAy=x+y+3
tanimlaniyor, (Z, A) islemin degismeli grup oldugunu gosteriniz.

Cozim:

G1) Her x,y € Zigin
XAy=x+y+3€L
oldugundan kapalilik 6zelligi vardir.

G2) Her x,y,z € Zigin
xA(yA z)=(xAy)Az
xA(y+z+3)=(x+y+3)Az
x+(y+z+3)+3=x+y+3)+z+3
Xx+y+z+6=x+y+z+6
oldugundan birlesme 6zelligi vardir.

G3) Her x € Z i¢gin
XAe=eAx=x
xt+te+3=e+x+3 =x
e=-3
oldugundan A isleminin birim (etkisiz) elemani -3 diir.

G4) Her x € Z icin

xAxtT=xTAx=¢e
X+x143=x14x+3=-3
x1=—-x-3

oldugundan A isleminde x ! in ters eleman1 —x — 3 € Z dir.

G5) Her x,y € Zi¢in
XAy=yAXx
Xx+y+3=y+x+3

oldugundan degisme 6zelligi vardir.

Goruldugu gibi G1, G2, G3 ve G4 aksiyomunu sagladigindan (Z, A) sis-
temi degismeli (Abel) grubudur.
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Ornek: M kiimeler ailesini olmak tizere, kiimeler {izerinde tanimlanan
birlesme (V) isleminin bir grup olup-olmadigini arastiriniz.

Cozim: Sadece G4 6zelligini inceleyelim
G4) A € M olmak lizere,
AUAT' =A"TUA=U

olacak sekilde her zaman A~! € M kiimesi bulunamaz. Bu sartin saglanmasi
icin, 6zel olarak A = A™! = & olmalidir. O halde her A € M nin ters elemam

yoktur.

Buna gore (M, U) sistemi grup degildir.

Ornek: i) (N, +) sistemi her elemanin tersi olmadigindan grup degildir.
ii) (Z, +) sistemi degismeli bir gruptur.

iii) (N\{0}, . ) ve (Z\{0}, . ) sistemleri her elemanin tersi olmadigindan
grup degildir.

iv) (R, . ) sistemi grup degildir. Ciinkii 0 sayisinin tersi yoktur. Fakat
(R\{0}, . ) sistemi degismeli bir gruptur.

Bu 6rnegin ¢6ziimii okuyucuya birakilmistir.

Ornek: (Z/s{ﬁ}, - ) sisteminin degismeli bir grup oldugunu gosteriniz.

Cozim: Z 5{0} = {1,2, 3, 4} kiimesi {izerinde,
3

|7 7 3 7
T|7T zZ 3 3
Z|z 77 3
3|3 7T 7 2
il7 3z 7

tablosu olusturulacaktir. Buna gore,

i) Tabloda biitiin elemanlarin islemlerinin sonucu mevcut oldugundan
kapalilik 6zelligi vardir.

ii) Carpma isleminin birlesme 6zelligi vardir.

iii) Carpma isleminin birim elemani T dir.
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iv) Carpma isleminin her elemanin tersi vardir.

v) Tablo birinci késegene gore simetrik oldugundan ¢arpma isleminin
degisme 0zelligi vardir.

O halde (Z 5 — {0}, ) sisteminin degismeli bir gruptur. //
Bu ornegi genellersek m € Z* olmak tizere (Z j, +) sistemi degismeli

bir grup oldugunu gosterir.

3.1. Not: (A, *) sistemi grup ise “*” isleminin tablosunda, herhangi bir
satir1 veya stitunda bir elemanin sadece bir kez bulunur.

Ornek: A = {1,2, 3,4} olmak lizere * islemi olarak asagida verilen tab-
lo tanimlansin.

x| 1 2 3 4
{2 3 4 1
213 a b 2
3 4 1 2 3
4 1 2 3 ¢

Bu (A, *) sisteminin degismeli gruptur. a, b ve c harflerinin yerinde bulunmasi
gereken elemanlari bulalim.

Cozim: (A, *) sistemi bir degismeli grup oldugundan her siitunda her
eleman bir kez kullanacagimizdan 2. stitunda a = 3,b = 1 ve c = 4 diir.

Ornek: i = v/—1 biciminde tanimlanan i sayis1 Kompleks analiz dersle-
rinde incelenir. Burada i = —1,i® = —i,i* = 1 oldugunu gorebilirsiniz. i say1-
sinin detayina Kompleks analiz dersine havale ederek burada A = {1,

i, —1,— i} kiimesini ele alalm. Kompleks sayilardaki i sayisinin kuvveti bir
gruptur. Gergekten;

1 -1 i —i
1 1 -1 i —i
—11 -1 1 —¢ )
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i) Tabloda biitiin elemanlarin islemlerinin sonucu mevcut oldugundan
kapalilik 6zelligi vardir.

ii) Tablodan goruldugii gibi birlesme 6zelligi vardir. (Neden?)

iii) Tabloya gore birim eleman 1’dir.

iv) 17t =1,(-1)"'=-1,i"t = —ive(—i)"* =i olup her elemanm
tersi vardir.

(4, -) bir gruptur.

Ornek: Reel sayilar iizerinde taniml bileske fonksiyonlar birer gruptur.
Gergekten;

i) Fonksiyon oldugu belirli oldugundan kapalilik 6zelligine bakmaya
gerek yoktur.

ii) Fonksiyonlara giris konusunda 5.5. teoremde birlesme 6zelligi gos-
terilmistir.

iii) Fonksiyonlara giris konusunda 5.6. teoremde I birim fonksiyondur.

iv) Fonksiyonlara giris konusunda 5.7. teoremde ters fonksiyon teoremi
verilmigtir.

Buna gore bileske fonksiyonlar gruptur. Ama bileske fonksiyonlar de-
gismeli grup degildir. Degismeli olmadigina dair bir 6rnek verelim:

f(x) =3x+ 5ve g(x) = —x + 2 ise;

(gof)(x) =g(3x+5)=-3x—5+2=-3x—3
(feg)(x)=f(—x+2)=3(—x+2)+5=-3x+11

fog#fog

Su halde (R, f) sistemi gruptur. Ama degisme 6zelligi yoktur.

Ornek: 2 x 2 boyutundaki matrisler toplama islemine gére degismeli

gruptur.

Cozum:

G1)A = [il by ,B = [az 22] birer matris olsunlar.
2

_[ay b1] [az bz]_[al+a2 b, +b,
A+B_[C1 d, + c, d,] lc;+c, d;+d,
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sonucu da bir matris oldugundan kapahdir.

G2)A = [al bl],B = [az bz],C = [a3 b3] birer matris olsunlar.
¢, dy ¢, d, c; ds

a, b a, b a. b
prvon(is Sl Bl &
( ) ¢, dy ¢, d, c; dj

_[a; +a;, by +b2] + [a3 b,
¢, +¢c, d; +d, c; dj
[(a; +a,) +a; (b; +b,)+b;]
| (c; +¢,)+c; (d; +d,)+d,]
a; +(a, +a3) by + (b, +by)]
¢+ (cp+¢3) dy+(d;+d3))
_|a b1]+ [az +a; b,+ b,

¢, dy c,+c; d,+dyg
_[a1 by a, b, ag bs]
ey d1] * <[C2 dz] * [Cs d3.>
=A+(B+0)
olup birlesmelidir.

=

[

G3)A = [3 3] matrisinde
S H B B

olup A = [O

0 0] matrisi toplama islemine gére birim matrisidir.

G4) A = [z 2] matrisinin ters matrisi —A = [:‘2 :g] dir. Gergekten;

aven=[o a2 2= o

G5) A = [a1 bl],B = [az bz] birer matris iseler toplamaya gore
c, d c, d,
degismeli oldugununu géstemek okuyucuya birakilmistir.
Su halde (A,,,, +) degismeli gruptur.
Ornek: Permiitasyon konusunda tanimlanan Permiitasyon fonksiyon-

lar1 P(M) ile gosterirsek P(M) bileske fonksiyon islemleri tizerinde gruptur.

Coziim: M # O bir kiilme ve M = M ye 1-1 ve orten fonksiyon olsunlar.
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i) P(M) fonksiyon oldugundan kapalilik 6zelligine bakmaya gerek yok-
tur.

ii) f,g,h € P(M) ise fo (goh) = (fog) ohdir.

f

a, a, . a,
[f(al) f(a,) - f(an)j
N a, . a,
g_(g(al) g@,) - g(an)j

he a, a, . aq,
{h(a,) h(a,) .. h(a,)

olmak tizere,
a, a, a,
fo(goh)z[ J
(fo(geh))(@,) (fo(geh))(@,) - (fo(geh))(@,)

_( a, a, a, ]
((feg)eh)(@,) ((feg)eh)(@,) .. ((feg)oh)(a,)

=(fog)oh
olup bileske 6zelligi vardir.

iii) Iy; : M —» M birim déntisiimii 1-1 ve orten olup bileske isleminin bi-
rim elemanmidir. Yani her f€P(M), fol,=1Iyof olacak sekilde

a, a, . a, . _
I, = permiitasyon fonksiyonu vardir.
a, a, .. a

1 2

iv) f € P(M) ise f birebir ve 6rten olup f~* fonksiyonu da 1-1 ve érten
bir fonksiyondur. Yani fo f™* = f~1 o f = I, olur.

Su halde (P(M), o) sistemi gruptur. Bu gruba permiitasyon grubu veya
simetrik grup adi verilir.

Ornek: A}, A,, ..., A, gruplar olmak iizere

Ay XA, x..xA ={(aj,a,,..,a,): 1 <i<n,a €A}
kimesi i¢cin A; XA, X ..X A, Kkimesi iizerinde ¢arpma islemi her
(aj,a,, ... ay), (by,b,, ... ,b) EA; XA, X ... XA, i¢cin

(a;,ay, ...,a,) " (by, by, ...,b,) = (a;by,a,b,, ..., a,by)
tanimlanirsa (A; X A, X ...X A, *) Abelyen bir gruptur.

Cozum: i) her (a,,a,, ...,a,), (by,b,, ...,b,) EA; X A, X ... X A, i¢in
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(a;,ay, .. ay) " (by, by, ...,b,) = (a;by,a,b,, ..., a,by)
EA; XA, X..XA

n

oldugundan kapalidir.
ii) (a;,ay, ...,a,), (by,by, ..., by), (c1,Cy, ey C) EA; XA, X .. XA, ise

(a;,ay, ... ay) " [(by,by, o, by) - (cq,¢y, ey )]

= (a;,a,,...,a,) " (bycqy,bycy, .., bycy)

= (3, (0,€1),2, (0,6,), ., 25 (b y))

= ((a;b;)cy),(azby)cy), -, (@pby)ey))

= [(a;by,a,b,, ..., a,b,) - (cq, €y o Cp)

= [(aj,ay, . ay) " (by, by, ., b)) (cq,¢y, s )

oldugundan bileske 6zelligi vardir.

iii) (a;,a,,...,a,) EA; XA, X ...X A, ise her 1 <i < nigin a; € A, grup
olup e; € A, vardrr.

(a,a,, . ay) " (eq, €y, ..., ey) = (a,€4,a5€,, ...,a,e,) = (a4,2,, ...,2,)
oldugundan (e, e,,...,e,) € A; X A, X ... X A, birim elemani vardir.

iv) (a;,a,,...,a,) EA; XA, X ...XA,ise her 1 <i< nigin a; € A, grup
olup a; ! € A, vardur.
R -1y — -1, -1 -1y —
(ap,a,,...,a,) (@15, .8, ) = (@121 ,3,3; ,...,a,a, ) = (€4,€,, ..., €)
oldugundan (a;},a;1,...,a;}) € A; X A, X ... X A, birim eleman1 vardur.

v) (aj,a,,...,a,), (by,b,, ... ,b) EA; XA, X .. XA, ise

(a;,ay, ...,a,) " (by, by, ...,b,) = (a;by,a,b,, ..., a,by)
= (bya;,b,a,, ..., b a,)
= (by,by, ..., b)) - (23,85, ..., a,)

oldugundan degisme 6zelligi vardir.

Su halde (A; X A, X ... X A, -) sistemi gruptur.

3.2. Not: Soyut cebirde ¢arpimsal notasyon tercih edilmektedir. Mesela
a~! ile a sayisinin tersi gosterilirken, ayni ifade toplamsal notasyonlar icinde
gecerlidir. Eger toplamsal bir denklem kastediliyorsa —a anlasilmalidir. Yine
a" gibi bir ¢arpimsal notasyon kullanildiginda toplamsal notasyonu a - n bigi-
minde anlasilmalidir. Bazen de toplamsal notasyon X kullanilirsa ¢arpimsal
noktasyon IT oldugu unutulmamalidir. Bu durumda ¢arpimsal notayon Benzer
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sekilde carpimsal notasyonlar kullanildiginda toplamsal notasyonlar1 tasvir
etmesi veya tersini algilamak okuyucuya birakilmaktadir.

3.1. Teorem: (G, * ) herhangi bir grup olsun.

i) G’nin birim elemani tekdir.

ii) Her elemanin tersi tektir.

iii) Hera € Gigin (a~*)"* = adur.

iv) Hera,b € Gigin (a-b)"* = b~1-a™! dir.

Ispat: i) e ve f, G’'nin iki birim eleman1 olsun. e birim eleman oldugu i¢in
eXf = e dir. Ayrica f birim eleman oldugundan e*f = f olupe = fdir.

ii) a € G olsun. b ve c de a’nin tersleri olsun. Buna gore
aXb=DbX*a=eveakc=cka=¢e
dir. O zaman
b=bXe=Dbx(a*xc) = (bk%a)kc=e*c=c
olupb = coldugu goriiliir.
iii) x = a™l,y = a diyelim. x*y = y*x = eolupx?!
(a )71 = a elde edilir.

=y olur. Buna gore

iv) (axb)*(b™t*a™!) = akx(b*xb ) *kal=akekxal=¢e
(b™'*,a ) *(a*xb) =b ' *x(a l*ka)kb=b lkexb =¢
olup (axb)™! = b 1%a! elde edilir. //

Bu teoremde (iii) ve (iv) de ifade edilen 6zellikler toplamsal notasyon-
da sirasiyla —(—a) = ave —(a +b) = (—b) + (—a) sekKlini alir.

3.2. Teorem: Bir G grubunda soldan ve sagdan kisaltma kurallar1 var-
dir. Ayrica a,b € G ise G'de a*x = b ve y*a = b denklemini saglayan sadece
bir tane x ve y vardir.

Ispat: Her a, b, c € G icin:

a*b=a*xc=alx(axb)=alx(akxc)
= (a7 1*a)*b = (a 1*a)*c
=b=c

b*a=cka= (bka)*a ! =(cka)ka!
= bx(akxa™!) =ck(akxa™l)
=>b=c

olup soldan ve sagdan kisaltma kurali vardir.
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Simdi, axx = b denkleminin bir ¢6ziimi x, = a~* *b dir. Ciinkii:
ax(a'%b) = (a*xka !)kb=e*xb=b
dir.

Bu denklemin bagka bir ¢6zliimii x2 olsun. O halde a*x, = b dir. O za-
man a*x; = bxx, olup soldan kisaltma kural geregince x; = x, elde edilir.
Benzer sekilde ya = b denkleminin ¢6ziimii de tektir.

3.3. Not: Bu teoremin bir sonucu olarak, grup tablosunda bir elemanin
bir satirda veya bir siitunda sadece bir defa yer alacagini sdyleyebiliriz.

YARI GRUP

3.2. Tanim: A # < ve A kiimesi ilizerinde tanimli * islemi tanimlansin.
Eger * isleminin kapalilik ve birlesme aksiyomu varsa (A, *) sistemi yar1
gruptur denir.

3.3. Teorem: (G, *) yar1 grubunun grup olmasi icin gerek ve yeter sart
i) Her a € Gicin e*a = a olacak sekilde e € G olmasidir.
ii) Her a € Gigin b*a = e olacak sekilde b € G olmasidir.

Ispat: G bir grup ise i ve ii aksiyomlarimi saglanir. Simdi tersini goster e-
lim.

(G, *) yar1 grup olup i ve ii sartlarini saglasin. a € G alalim. b*xa =g,
b € Gvar (ii) den b € G icin c*b = e, ¢ € G vardr.

a=e%a= (ckb)*xa=ck(b%a) = ckeve

axb = (ckxe)*b =c*x(e*xb) =ckb =e
oldugundan (ii) de ba = e olduguna gore ab = ba = e dir.

axe =ax(b%xa) = (akxb)*ka=e*a=a
olup (G, *) bir gruptur.

3.4. Teorem: (G, *) yari grubunun grup olmasi i¢in gerek ve yeter sart
V a,b € G icin her a,b € G icin a*x = b ve y*a = b olacak sekilde Ix,y€ G
bulunmasidir.

Ispat: (G, %) grup ise x = a~1%b, y = bxa™! alinabilir. Tersine verilen
denklemin G’de ¢6zimii olsun. a € G i¢cin y*a = a denklemini diisiinelim
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y =u € G icin u*a = a dir. b € G icin a*x = b denkleminin ¢ € G ¢éziimii ol-
sun.

u*b =ux(akxc) = (ukxa)*c=a*xc=b>b
Vb € G igcin u*b = b olup 3.3. teoremin i sikki saglanir. y*a = u denkleminin
d € G ¢6zim olsun d*a = u olur ki 3.3. teoremin ii saglanir. Dolayisiyla 3.1.4
geregi (G, ) ikilisi gruptur.

3.5. Teorem: (G, *) sonlu yari grubunun grup olmasi i¢in gerek ve ye-
ter sart (G, *) da soldan ve sagdan kisaltma 6zelliklerinin saglanamasidir.

Ispat: (G, %) grup ise istenen saglandigindan agiktir. Tersine (G, %) da
kisaltma 6zellikleri saglansin. a,b € G i¢cin a*x = b denklemini diisiineli. Bu
denklemin G’'de ¢6ziimiinin oldugunu gostermeliyiz. G = {a;,a,, -, a,} olsun.
G yar1 grup oldugundan a € G i¢in a*a; € G, i = 1,2,---,n dir. Bu takdirde
{fa*xa,;,a*a,,:--,a%*a,} €G, i#jicin aka; = aj'«'aj olsun a; = a elde edilir,
bu ise geligkidir. O halde G = {a*a,,a%a,,---,a*a,}olur.b € Gigin b = a*a,
oalcak sekilde a, € G vardir. Bu da a*x =b denkleminin G'de ¢6ziminiin
olmas1 demektir. Benzer sekilde y*a = b icinde yapilabilir. 3.4. teorem geregi
(G, *) gruptur.

GRUBUN MERTEBE ve DERECELERI
3.3. Tanim: Bir G grubunun elemanlarinin sayisina (eger G sonlu ise)

G'nin mertebesi denir ve o(G) ile gosterilir. Eger G sonsuz bir kiime ise
0(G) = oo yazilir.

Ornek: M = {a; b; c} olsun. P(M)'in bileske islemi ile bir grup oldugu-
nu biliyoruz. Bu gruba S3 diyelim. 0(S;) = 6 dir. Gergekten Sz iin elemanlart:

1=Gp De=C L D=6 20
f4=(l?) c ;)'fzz(?: a g)'f3=(i b ;)

Bu grupta f ile g'nin bileskesinin carpim tablosu asagidaki gibidir.
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h o fs i fs fe
A Ff2 fa fu s e
f2lfo h fu fs fo fs
falfa s A fo f2 fa
ol fo f2 5 Hh fa
fs|fs fa fo 1 fa f2
fe|fe fa fs fo fs N

S3 grubu degismeli degildir, ¢linkii f.f; = f, iken f;f; = f, dir.

3.4. Tanim: G bir grup ve a € G olsun. a" = e olacak sekilde bir en kii-
cuk pozitif n dogal sayisi varsa bu sayiya a’nin derecesi denir ve o(a) ile goste-
rilir. Boyle bir n sayisi yoksa o(a) = oo yazilr.

Ornek: S, permiitasyon grubunu ele alalim. Bu grubun birim eleman f;
dir. Her grupta birim elemanin derecesi 1'dir. (f,)* = f, dir, fakat f, nin dere-
cesi 4 degildir, ¢iinkii (f,)? = f; olup o(f,) = 2 dir. o(f;) = 1 ve o(f,) = 3 diir.

Ornek: (Z,+) grubunu ele alalim. 5’in derecesi sonsuzdur, c¢iinkii
n-5 = 0 olacaksekilde m € N yoktur. Bu grupta o(0) = 1 dir ve diger eleman-
larin derecesi sonsuzdur.

3

Ornek: Matrislerde carpma islemine gore A = [(1) _1] matrisinin

mertebesini bulunuz.

Coziim: A% = [(1) _31

dir. Su halde o(A) = 2 dir.

][(1) _31] = [(1) (1) olup birim matrisi vermekte-

3.6. Teorem: (G, *) bir grup a € G ve o(a) = n olsun.
i) m € Z* icin a” = e <> n | m dir.

. + oo N _ n .

ii) Her t € Z™ igin o(a") = OBEB(Ln) dir.

Ispat: i) =: m € Z* i¢in a™ = e ve n { m olsun. Bu takdirde
m=qn+r, 0<r<n, 3q,r€Z



www.matematikl.com 13

vardir. a" = a™ 9" =a™(a") 9= e celiskisi elde edilir. Buna gore
r=001upn‘mdir.

<:n | m ise a" = e oldugu asikardir.

ii) o(a") = k olsun a** = e olup n |tk yani tk = nr, r € Z, OBEB(t,n) = d
olsun. t = du,n = dv,0BEB(u,v) = 1,3 u,v € Z vardir.

tk = nr < duk = dvr<:>ku=rv©v|ku<:>v\k<:>v=§\k
olur.

(@)™ = at/d = gndu/d — gnu — eu — ¢ ye o(a") = k dan k| %dolaylslyla
n n

k=3 = oBEB(LD) 4

DEVIRLI GRUPLAR

3.5. Tanim: G bir grup, a € G olsun. (a) = {a” : n € Z} kiimesine a tara-
findan tretilen (dogurulan) grup denir. a elemanina (a) grubunun iretici ele-
mani denir. Eger G = (a) olacak sekilde bir a € G elemani varsa G’ye devirli
grup denir.

Ornek: A = {1,—1,i,—i} grubu verilsin.

(1) ={1},(-1) = {1,-1}, (i) = {1, -1,i, =i}, (—i) = {1, —1,i, =i}
olup A grubu devirlidir. Ciinkii i ve — i nin kuvveti alinarak tarafindan liretil-
mistir. A = (i) = (—i) dir.

Ornek: (Z, +) grubunda

(5)={n:nez}=¢{-,-10,-5,0,5,10,--- } = 5Z
dir. Z devirlidir, ¢iinkii (—1) = (1) = Z dir. (Z,,, ,® ) gruplar1 devirlidir, ¢iinki
her zaman 1 tarafindan iretilir. Mesela Z de;

dir.

e 1
Ornek: (Q\{0}, +) grubunda 2 elemaninin turettigi grubu bulunuz.

Cozim:
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(%) - {(%)n:n € Z} = {1 or 127 14 16,64, }

Ornek: S3 permiitasyon grubu devirli degildir, ¢iinkii hicbir elemani ta-
rafindan iretilemez: S3'de

(fl) = {fl}; (f2> = {f1» fz}; (f3> = {fl; f3}; (f4> = <f5> = {fl: f4; fs};

(fe) = {fl;fe}
S3'lin devirli olmamasinin sebebi derecesi 6 olan bir eleman olmamasidir.

3.1. Sonug: Bir G sonlu grubunun devirli olmasi icin gerek ve yeter sart
0(G) = o(a) olacak sekilde en az bir a € G elemaninin olmasidir.

3.4. Not: Bir grupta o(a) = « ise
(a) = {---,a73,a7%,a7 %, e,a,a%,a3,--- }
biciminde yazilir. Fakat eger o(a) = n sonlu ise a’nin negatif bir kuvveti pozitif
bir kuvvetine esit olacagindan
(a) = {e,a,a% a3, -}
biciminde yazilabilir.

3.6. Teorem: G bir grup a € Gve o(a) = n olsun. p,q € Z olsun.

i) n < oo ise, a? = a¥ olmasi icin gerek ve yeter sart p = q (mod n) ol-
masidir.

ii) n = oo ise, aP = a9 olmasi i¢in gerek ve yeter sart p = q olmasidir.

Ispat i) p — q € Z olup, “bdlme algoritmas1” geregince, p = q ve n sayisl
icin p —q = nk; + k,,0 < k, < nolacak sekilde k,, k, € Z vardir.

aP =al<aP—-al=e
= ank1+k2 =e
& @M)kake =e,a" =e
sake=e

olupk, < nve o(a) = n oldugundan bu durum sadece k, = 0 olmasiyla mim-
kiindir. O halde p — q = nk, + k, < p = q (mod n) dir.

Tersini gostermek kolaydir.
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ii) p > q olsun. o(a) = o oldugundan her 1 < k€ N i¢in ak # e dir.
aP = a%iseaP™@ = 0 dir. p— q € N olup p — q = 0 olmalidir. Yani p = q dur.

Tersini gostermek kolaydir.

3.5. Not: 0(a) = n < o olsun.
Bir k € Z icin a¥ = e & nlk
dir.

3.7. Teorem: G = (a) ve o(a) = o olsun. G grubu sadece a ve a™! tara-
findan tretilir.

Ispat: Bir b € G elemani G’nin iiretici elemani olsun.
G=()=1{-,a3a?%alenaa?as }
olup bir m € Z icin b = a™ olmalidir. Ayrica, b bir liretici eleman oldugundan
her n € Z i¢in a” = b* olacak sekilde bir x € Z vardir. Simdi,
a" = a™ < n=mx
olup n = mx denkleminin her n € Z i¢gin ¢6ziimiiniin olmasi m = +1 olmasiyla
miimkiindiir. O halde b = aveya b = a™! dir.

COZUMLU ALISTIRMALAR

Grup Tanim

1. Q* pozitif rasyonel sayilar kiimesi lizerinde x %y = x2_y islemi tanim-

laniyor. (Q*, %) bir grup oldugunu gosteriniz.

Xy

5 € Q*olup * islemi kapalidir.

Cozim: i) Her x,y € Q* icin x %y =

ii) Her x,y,z € Q* i¢in

x%(y%z) =%‘Z=72—Z=%=

olup * islemi birlesme 6zelligine sahiptir.

2
hfs

= X*% = (x%y) %z

iii) x*%e = xve e¥x =X
xe ex
— =Xxve =X
2 2
x=2

olup e = 2 birim elemandir.
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iv) xkx 1 =evex '%x=¢
xx 1 x"1x
= 2ve =2
- 4
x ==
X

dir.

2. n € N olmak iizere G = {nk : n € Z} kiimesi toplama islemine goére
Abelyen bir grup oldugunu gésteriniz.

Cozim:

i) k;,k, € Z olsun. nk,,nk, € G ise n(k,; + k,) € G olup islem kapahdir.
€z

ii) nk; + (nk, + nk;) = n(k, + (k, + k;))
=n((k; +kp) +k;)
= (nk; + nk,) + nk,

olup birlesme 6zelligi vardir.

iii) 0 =n-0 € Golup
0+ nk=nk+0 =nk
yani, 0 € G birim elemandir.

iv) nk sayisinin tersi —(nk) = n(—k) = —nk € G dir. Bu durumda;
nk + (—nk) = (=nk) + nk =0
dir.

v) nk, + nk, = n(k; +k,) =n(k, + nk,) = nk, + nk; olup degisme
ozelligi vardir.
3. A={a,b,c},B={b,c},C = {b} olsun. G = {J,A,B,C} alalim. (G, n)

sisteminin grup olup olmadigini inceleyiniz.

Cozim: Birim eleman & oldugu rahatlikla gortlir. Ters eleman 6zelli-
gine bakmamiz gerekir.

ANA'= O olmasi ancak A™' = & olmasiyla miimkindiir. Su halde,
ters eleman 6zelligi yoktur. Buna gore (G, N) sisteminin grup degildir.
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4. G = Z X Z kiimesi lzerinde (a; b)o (¢c; d) = (a+c¢; (=1)°b + d) is-
lemi tanimlaniyor. (G; o) Abelyen grup olup olmadigini arastiriniz.

Cozim: i) (a; b),(c; d)€ Gise (a; b)o(c; d)=(a+¢c (—1)b + d) €
G dir, ¢ciinkia+c €Z,(—=1)°b + d € Z dir.

ii) (a; b),(c; d),(e; f) € G olsun.

(@ b)o[(c; d)e(e;0)]= (a; b) o (c+e; (—1)ed+f)
= (a+(c+e); (-1)b(-1)d +f)
= (a+(c+e); (=1D)*b+ (=1)°d+1)
=(a+c+e (=1)(=1°b+ (=1)°d+f)
= (@+ 9 +e (-D°[(-1)b+ d] + 1)
= (a+ C, (—1)Cb + d)o (e;f)
= [(a; b) o (d; )] ° (e;f)

olup birlesme 6zelliginin oldugu gorulir.

iii) Birim eleman (0; 0) € G dir ¢linkii 0 € Z ve

(a; b)o(0; 0) =(a+0; (-1)°b+ 0) = (a;b)

(0; 0)o(a; b) =(0+a; (—1)°0+ b) = (a;b)
olur.

iv) (a; b),(a™%; b™1) € G olsun.
(a; b)e (a™'; b™") = (0; 0)
(a+a; (=1)* b+b1) = (0;0)
atal=0ve(=1)2 b+b1=0
1 b

-D°

-1, W1\ — | . b
(a rb )_< a, (_1).’:1)

olur.
v) Degisme 6zelligi yoktur, clinki

al=—-avebl=-—

(1;2)e(3; H)=(01+3; (-1)°2+4) =(42)
(3;4)0(1;2)=B+1; (-1 + 2)= (4 -2)

dir. Buna gore (Z X Z, o) sistemi gruptur, ama Abelyen grup degildir.

[(*x|1]2]3[4]
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Bl w N =
Bl W N -
N
—_

(G, %) degismeli grubunda G = {e, a, b, c} birim eleman e ise verilen tabloda
X + y + z sayilarinin sonucu ne olur?

Cozim: (G, o) degismeli grup olacak sekilde, ayn1 satir ve siitunda bir
elamanin iki kez kullanacagi dikkate alinarak tablo su sekilde cizilir:

*x (12|34
1112|314
2121413
3(3|4|1]2
4141321
Bu tabloya gore x+y+z =3+ 3+ 4 =10 olur.

6. (G, ®) grubu verilsin. V x,y € G, icin x)ky =x © a © y biciminde
ikinci bir * islem tanimlaniyor. (G, * ) islemine gore birim elemani asagidaki-
lerden hangisidir?

Cozim: xke =xve eXx = X
xO®aBe = x ve e®a®Ox = x
x"1Ox0a = x710Ox
e@a=e
a=e
oldugundan (G, ) isleminin e birim elemandir.

7. (G, ¥) grubunun tablosu asagidaki gibidir.

vla|b|c|d]|e
ala|b|lc|d]|e
b|b|c|d|e]|a
clcld|ejalb
d{d|e|a|b]|c
elefa|b|c|d

c’we?
isleminin sonucu asagidakilerden hangisidir?

Cozim: Her x € G i¢in
bve=evb=aoldugundane ' =b e =bdir.
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c’ve? = c?vb?=(cvc)v(bvb)=evc=Db
Cevap: B

8. Bir (G, A) grubunda her a,b € G icin (a Ab)? = a? A b? esitligi varsa
G, abelyen grup oldugunu gosteriniz.

Cozim: Her a,b € G igin
(aAb)? =a? Ab’<>aAbAaAb=aAaAbAb
< aAbAa=aAaAb (soldan a kisalir)
< bAa=aAb (sagdan a kisalir)
oldugundan G, Abelyen grup olur.

Devirli Grup

lunuz.

dir.

10. (Q, +) grubunun devirli grup olmadigini gosteriniz.

Cozim: Kabul edelim ki (Q,+) nin devirli oldugunu kabul edelim. O
halde Q = (q) olacak sekilde bir q € Q vardir. Yani her t € Q icin t = nq olacak

sekilde bir n € Z mevcuttur. a,b € Z ve b # 0 olmak ilizere q = % bigiminde

yazilabilir. Simdi t = % € Q olup t = nq olacak sekilde n € Z vardir. O halde
1 a 1 7
7 = = — - = €
4 ng=ny< - =na

olur ki bu bir geliskidir. O halde (Q, +) devirli degildir.

11. (Z, +) grubunda 6 elemaninin trettigi grubu bulunuz.

Cozim: (Z,+) grubunda
(6) ={6k: ke Z}={-,-18,-12,-6,0,6,12,18, - } = 6Z
dir.
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1
12. (Q\{0}, +) grubunda 3 elemaninin irettigi grubu bulunuz.

Cozim:

B{B) et bbb a0z}

Grubun Mertebe ve Dereceleri

13. G bir grup, x € G olsun. x" = e olacak sekilde bir 1 < n sayisi varsa
x~1 = x™ olacak sekilde bir 1 < m sayis1 oldugunu gésteriniz.

Coziim: x" = e ise x""?=x7! olup m =n—1 dersek m > 1 olur ve
x~1 = x™ elde edilir.

14. G sonlu bir grup ise her x € Gicin x" = e olacak sekilde bir n pozitif
sayis1 oldugunu gosteriniz.

Cozim: G sonlu olsun. x" = e olacak sekilde bir n pozitif tamsayisi ol-
masin. O halde A = {x, X2,X3,"'} kiimesindeki elemanlarin hepsi G’'nin eleman-
laridir. Ayrica bu elemanlar birbirinden farklidir. Gergcekten en azbir i # j,i > j
icin x! = xJ) olsaydi1x'~J = e olurdu. Bu da kabuliimiizle celisirdi. O halde A son-
suzdur. Simdi de A sonsuz kiimesi G sonlu kiimesinin alt kiimesi olamaz. O
halde x™ = e olacak sekilde en az bir n € Z* vardir.

15. (G, *) bir grup olsun. G’'de a,a”! ve bxa*b~?! elemanlarinin dere-
celerinin ayni oldugunu gosteriniz.

Coziim: o(a)=n olsun. (a )? =(a")"' =e! =e dir. Fakat bu
o(a™) = n anlamina gelmez. 1 < k < n olsun.
(@Hk=ecs @) T=ecak=el=¢
olup bu durum o(a) = n olmasiyla gelisir. O halde o(a™') = n dir.
(bxaxb )" = (hkaxb 1) (bkakb 1) (bkakb1)

n tane

=bxa b1
=bx*exb?
=e

olur. Burada 1 < k < n olsun.
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(bkxaxb™ ) =e <> bkakkbl=e b*ak=boak=e
olup bu durum o(a) = n olmasiyla celisir. O halde o(b*a*b™1) = n dir.

16. G mertebesi cift olan bir grup olsun. G de a? = e olacak sekilde
e'den farkli bir a elemaninin oldugunu gosteriniz.

Cozim: G ={e,a;,a,,"-,a,} olsun. o(G) =n + 1 ¢ift olsun. f: G- G,
f(x) = x 1icin

fx) =f(y) >x =y l=x=y
y€G=x=y 'almrsaf(x) =f(y") =y

dontistimii 1-1 ve ortendir.

Buna gore f(e) = e oldugu asikardir. Biz f(a;) = a; olacak sekilde a; € G
olacagii gosterecegiz. G\{e} kiimesinde f(x) = y < f(y) = x oldugundan tersi
kendine esit olmayan elemanlar f altinda eslendiginde geriye tek tane eleman
kalacag1 asikardir, ¢linkii G\{e} kiimesi tek elemanlhdir. Bu da tersi kendine
eslenecek en az bir tane eleman oldugu anlamina gelir. O halde en az bir i i¢in
f(a;,) = a; olup (a;)"! = a; bu da (a,)? = e dir.

17. Bir (G, %) grubunda her x € Gi¢in x? = e ise bu grubun Abelyen ol-
dugunu gosteriniz.

Coziim: Bir G grubunda her x € Gi¢in x? = e ise x = x "1 dir. O halde her
elemanin tersi kendisidir. Buna gore her a,b € G i¢in (a*b)? = e olmahdir.
Buradaa =a™!,b =b"? olacagindan

(axb)?=e=>akbkakb=¢

—akb¥xa=b"!
—axb=b"'*a"! =bxa
olup G’'nin Abelyen oldugu goriiliir.

18. (G, *) bir grup olsun. a,b € G i¢cin x ! *a*x = b olacak sekilde bir
X € G varsa a ile b elemanlarina esleniktir denir. “Eslenik” olma bagintisinin
bir denklik bagintis1 oldugunu gosteriniz.

Cozim: Bagintinin yansiyan, simetrik ve gecisken oldugunu gosterece-

.

giz.
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i) Her a € Gicin e"1*a*e = a olup a ile a esleniktir. Yani bagint1 yansi-
yandir.
ii) aile b eslenik ise 3 x € G,
x"Ikakx =b=akx=x*b
= akxkx 1= xkbkxx™?!
= a=xkbxx!
Burada y = x~! derseka = y*xb*y~?! olur. Yani, b ile a esleniktir.y = x™* € G
olup bagintimiz simetriktir.

iii) aile b eslenikise 3x € G,x 1 *akxx=b
b ile c eslenikise 3y € G,y 1 kb*y =
Yk (x-kakx) Ky = ¢
(xky) T kak (xky) = c
z 1 kakz = ¢, (z = xky)
Buna gore a ile ¢ bagintimiz geciskendir.

19. a,b € G ve o(a) = 5 olsun. a®*b = b*a3 ise akxb = b*a oldugunu
gosterin.

Coziim: c = b*a3
adx (a3 *b) = a3k (b*ad)
(a3*a3)*b = (a3 kb)) *a3
axb = bxad*xa3
a*xb =bx*a

20. (G, *) bir grup a,b € Golsun. axb =b*a! ve bkxa=a*b™!ise
a* = b* = e oldugunu gosteriniz.

Cozim:

a*b=bx*a lisea=b*xa lxb?

b*a=ax*b liseb=axb 1xka?!
oldugundan

b*a=axb™! = (bka kb 1) *b~! =bka l kb2
bxa =Db*a 1*b~?ise a’? = b2
a* = a’*a? =a’?*,b 2 =a%xaxb kb ! =akxblhkaxb?!

=b*a l*xaxb ! =bkxexb !l =¢
ve
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= b**a* = b**xb~*
= b*ke=c¢e
=b*=e¢e

elde edilir.

21. (G,’) bir grup ve a,b € G olsun. a*-b nin mertebesinin b -a nin
mertebesine esit oldugunu gosteriniz.

Cozim: Mertebe tanimina gore a’nin mertebesi o(a) ile gosterilir ve
pozitif tamsayidir.

o(a*b) =mveo(b-a) =nolsun.m Inven|m oldugunu gostermeliyiz.

o(a-b)=m<(a-b)™=e

< (a*b)-(a'b)..(a-b)=e

@a_l-(a-ﬁ)tﬁge- b)..(a*b)=a1l-e
< (at-a)-(b-a)..(bra):b=a"t-e
& (bra)ym™l.p =37t

< (bra)™l-bra=atl-a

o (b-a)y"=e

olupn | m dir. Benzer sekilde m |nde gosterilir.
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