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2. BOLUM
SAYILAR TEORISI

ASAL SAYILAR, OBEB-OKEK ve MODULER ARITMETIK BAZI
TEORILERI

Asal Sayilar, OBEB-OKEK, Modiiler Aritmetik kavrami Sayilar Bilimi
dersinde bahsedilmistir. Burada o konularin devami olarak bazi tanim ve
teoremlerden ile o konulara ait bazi fonksiyonlardan bahsedilecektir.

1. Asal Sayilarin Bazi Teorileri

“Asal sayilarin sonsuz tane olmasi” teoreminin ispati, Asal sayilar
konusunda biri OKlid’in, digeri Fransiz Matematik¢i Dr. Thomas Joannes
Stieltjes’in yaptiklar1 yontemler verilmisti Burada da iki tane daha
verilecektir. ilk olarak “Euler’in analitik ispat1”, sonra da Polya’nin ispati izah
edilecektir.

2.1. Teorem: Asal sayilar sonsuz sayidadir.

Ispat:

1. Euler’in analitik ispati: p,, p,,:**, p, gibi sonlu sayida asal saymin var

0

1
oldugunu kabul edelim. Her bir p; > 1 oldugundan ) —- geometrik serisi
k=0 Vi

1
yakinsak ve toplami 1 dir. Boylece

elde edilir. Biitiin asal sayilar p,,p,, -, p, den ibaret oldugundan, aritmetigin
esas teoremine gore herhangi bir n € N sayisi n = pll(1 p12<2 plén seklinde tek
tlrli olarak yazilir.
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Buna gore
=1 =1
> l
1‘1__1[1_1 nzz(;n

bi

dir. Yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki seri (harmonik seri) sonsuza
iraksayan bir seridir.

Ote yandan her bir p; > 1 oldugundan sol taraftaki ¢arpim sonludur. Bu
bizi bir celiskiye gotiiriir. O halde sonsuz sayida asal say1 vardir.

George Pdlya
13 Aralik 1887, Budapeste, Macaristan-07 Eylil 1985, Palo Alto, Kaliforniya

2. Polya'nin ispati: Her bir F, Fermat sayisinin en az bir asal boleni
vardir ve F, diger Fermat sayilari ile aralarinda asal oldugundan bu asal say1
diger Fermat sayilarini bdélmez. Yani diger Fermat sayilarimi bdlen asal
sayllardan farklidir. O halde F, den biiyiik olmayan, birbirinden farkh en az
n+ 1 tane asal say1 vardir. Fermat sayilari sonsuz sayida oldugundan bu bize
asal sayilarin sonsuz sayisi da oldugunu gosterir.

2.2. Teorem: a bir asal say1 ve a = log,(n + 1) sayisinda (n € Z) ise n
sayisl1 da asaldir.

Ispat: a=1log,(n+ 1) igin logaritmanin tammindan 22 =n+ 1 yani

22 —1=n dir. Sayilar bilimi asal saylar konusunda “a sayis1 asal iken
22 — 1 = nda asaldir” teorem geregi n sayisi da asaldir.

Ornek: 2047 asal say1 midir?
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Cozim: log,(2047 + 1) =log,2048 = log,2™ = 11 dir. 11 asal say1
oldugundan 2047’de asal sayidir.

2.3. Teorem: a € Z olmak iizere a = log,(log,(n+ 1)) ifadesinde n € Z
sayisi Fermat asal sayisini verir.

Ispat: a = log,(log,(n + 1))
2% =log,(n+1)
2% =n+1
22 —1=n

2. OBEB-OKEK'’in Bazi Teorileri

2.4. Teorem:
i=12-,m;j=1,2,---,nolmak tizere, OBEB(a;;b;) = 1 ise

OBEB[ﬁai,ﬁbjjzl
i=1 =1

dir.

Ispat: Ik 6nce OBEB(aI,Hb1]=1 oldugunu gosterelim: ispati n’e gore

=1
timevarim ile yapacagiz.

1. n = 2 i¢in iddianin dogru oldugunu gosterelim:
OBEB(a;;b,;) =1 ve OBEB(a;;b,) =1 den OBEB-OKEK konusunda
ilgili teoreme gore OBEB(a;;b,b,) = 1 bulunur.

2. Iddianm n—1 icin dogru oldugunu varsayalm, yani,

n-1

OBEB(a1 ,Hb].] =1 olsun.

j=1

n-1
3. n icin ispat: Indiiksiyon hipotezine gore, OBEB{al,Hb].]:L ote
j=1

yandan OBEB(a;; b,) = 1 oldugundan OBEB-OKEK konusunda 5.4. teoremine

n-1
gore, OBEB(al,l_[bj =1 elde edilir.

=1
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i=1 j=1 =1

Simdi OBEB(Hai,Hijzl oldugunu gosterelim: Hb].:b dersek,

yukaridaki ispata benzer sekilde m’e gore tiimevarim ile, OBEB[' |ai,bj=1
i=1
oldugu gosterilir.

2.1. Sonu¢: a, =a, =--=a,=ab,=b,=-+-=b, =b alnrsa
OBEB(a;b) = 1 den her m,n € N icin OBEB(a™;b") = 1 elde edilir.

2.5. Teorem: n bir pozitif tamsay1 ve p bir asal say1 olsun. p’nin n!’i

bélen en bityiik kuvveti, E (n)=>_ |L§l—k]] dir. Yani E,(n), n!'li béler. Burada

k=1

pX > nicin |L:l—k]] = 0 olmasindan dolayi, toplam sonlu sayida terim igerir.

Ispat: n pozitif tamsay1 arasinda p’nin katlar1 sayisi [[g]],
P2 nin katlari sayisi |L;1—2]],
P3 nin katlar1 sayisi |[En5]]'

: n] .
tanedir. O halde E (n)=) I[p—k]] dir.

0
k=1

n

pk

|

k=1

. z{
2.2. Sonug: n!=] [p"

p<n

Ornek: 3’iin 9""i bélen en biiyiik kuvvetini bulunuz.

Goziim: E;(9)=)" ﬂ%ﬂ dir. 32 > 9 oldugundan
k 3

E3(9)=[[1§]]+[[3%]]=3+1=4

tar.
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Ornek: 10! in asal carpanlara ayrilisini bulunuz.

Cozim: Eger p, 10!in bir asal carpani ise p, boler 10! = 1.2.3 ... 10 dur.
Asal sayilar konusundaki4.1. Sonuca gore 10!"in ¢carpanlarindan birini bolmek
zorundadir. Oyleyse p < k < 10 dir. Béylece p € {2, 3,5, 7} olabilir. Ote yandan

=, [10] _ g1o7 , [[10 10
E,(10)=>) K| = 7_+|[2—2]]+|[?]]:5+2+1=8
k=1 - -
E,(10)=) % = 13—0 + ﬂ%ﬂ =3+1=4
k1 L3 - 3
107 _ 107
E(10)=) || =[%]|=2
o G5 B
=, [10] _ 107
E,(10)=> [xl=[5]=1
o L7 ST

10! = 28-38.52.7

olur.
2.6. Teorem: 0 < r <n, n,r € Z olmak tizere;
Ep(n!) = Ep(r!) + Ep((n -1
dir.
n r n-r
Cozium: p_k = p_k + ? olacagindan Parcali Fonksiyonlar konusunda

Tam Deger Fonksiyonunun 6zelliklerini hatirlayacak olursak;

[ = [l + [

olacagindan
= n = r o [[n—r
E,(n)=>" [[—k]] > |[—k]] +>, |[—k]] =E,(rt) +E,(n—1)1)
=1 1P k=1 1P e 4P
bulunur.

2.7. Teorem: m >n >0 olmak tzere F ,F,, Fermat asal sayiari
aralarinda asaldur.

Ispat: OBEB(F,,F,,) = d olsun. Fermat sayilari tek sayilar oldugu icin, d
sayisl tek sayidir. x = 22" 4+ 1ve k= 2m™n diyelim. Bu durumda
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n Zm—n
Fa-2 (22) -1 xK-1
= on = =x —-x “+---=1
F, 227 +1 x+1
ve boylece Fn|(Fm— 2) dir ve d|Fn oldugundan d| (F,, —2) bulunur. Ote
yandan d| F,, olacagindan d| 2 dir. d sayis1 bir tek say1 oldugundan d = 1 olur.

3. islemin Modiiler Aritmetige Uygulamasi

Modiiler aritmetik Sayilar Bilimi derslerinde izah edilmisti. Orada bir
islemin tersi ile ilgili bilgiler ve 6rnekler verilmemisti. Yukarida bir sayinin
tersinin bulunmasini inceledik. Simdi de bir saymin tersini bularak modiiler
aritmetige uygulanmasini izah edelim.

2.1. Aksiyom: m kongriiansmna gore Z,, kalanlarmn kimesi olsun.
Topla ve ¢arpma islemine gére birim (etkisiz) eleman: 1 dir. (ileri de iki islem
icin cisim adi1 verilecektir.)

Ornek: Z,5 de;
2x+y=1
x+y=1
denklem sisteminin ¢éziim kiimesini bulunuz.

Coziim: Verilen iki denklemi taraf tarafa ¢ikarirsak,

x=1-1=0

bulunur. Buna gore
x+y=1
O+y=1
y=1

C={xy):x=0y=T1}
olur.

Ornek: Z , de, f(x) = 3x + 2 ise f~*(x) i bulalm.

Cozim: f(x) = 3x + 2

x =3y +2

x+5=3y+2+5

x+5 =3y

371 (x+5)=3"1-3y, (371=5)

5(x+5)=5-3y
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Ornek: Z,,, da, f(x) =3x+ 5 ile tamml fonksiyonu icin (fof)(x) = 1
ise x'in degeri nedir?

Cozim: (fof)(x) =1
f(f(x)) = T
f3x+5) =
3(3x+5) +
9x+0=1
9-1.9x=9"1.1, (971 =9)
x=9

1
5=1

4. Modiiler Aritmetigin Baz1 Teorileri

2.8. Teorem:
bagintisidir.

=" bagintis1 tamsayilar kiimesi lizerinde bir denklik

Ispat: Her m € N sabit bir say1 olmak iizere, her x,y,z € R icin

1.x = x (mod m) oldugundan yansiyandir.
2. x=y(modm) ise ml(x—y) olup ml(y—2z) dir. O halde
y = x (mod m) yani simetriktir.
3.x = y(mod m) ve y = z(mod m) ise
m| (x—y) ve m|(y — 2)
x—y=mkvey—z=m¢, (k¥ €Z)
x=y+mkvey=z+mf
x=z+m(f+Kk)
m| (x— z)
x = z(mod m)
olur. Bu ise gecisken oldugunu gosterir.

2.9. Teorem: Eger f(x,,%,, ,X,,) katsayilar1 tamsay1 olan bir polinom
vel <i<migin x, =y,(mod m) ise
f(xy, Xp0 ) Xm) = (¥, ¥2, ) ¥m) (Mod m)
dir.

Bu teoremin ispati agikardir.
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Ornek: f(x,,x,) = x? + 2x,%, + 3xZ + 1 olsun.
f(25,12) =b (mod 7)
denkleminde b’nin degeri nedir?

Cozim: 25 =4 (mod 7)ve 12 = 5 (mod 7)
f(25,12) = 252+ 2-25-12+3-122 +1 = 1658
f(4,5) =4>+2-4-5+3-5%+1=132
olacagindan
f(25,12) = f(4,5)(mod 7)
1658 = 132 (mod 7)
bulunur ki, bu bize b = 132 degeri elde edilir.

2.10. Teorem: a sayis1 n basamaklia = (c,¢,_; " ¢;¢5), 0 < m < nigin
0<c, <10, a sayisimin ondalk a¢ilmi ve t=c;, +c; + -+ c, olsun. Bu
durumda

i) 3|a olmasi ancak ve yalniz 3|t olmas ile mimkiindiir.

ii) 9| a olmasi ancak ve yalmz 9|t olmasi ile miimkiindiir.

Ispat: f(x)= chxk seklinde say1 ¢ézlimlenmesi olsun.
k=0

i) 10 = 1 (mod 3) 2.9. teoreme gore;
f(10) = f(1) (mod 3) ve f(10) = a, f(1) =t
a = t (mod 3)
olur. Boylece;
aEt(modS),3|a<:>tEaE 0 (mod 3)c>3|t
dir.

ii) 10 =1 (mod 9) 2.9. teoreme gore;
f(10) = f(1) (mod 9), f(10) = a, f(1) =t
a = t(mod9)
olur. Boylece;
a=t(mod9),9lat=a=0(mod9) < 3|t
dir.

2.11. Teorem: a sayis1 n basamakl a = (c,c,_; **¢;¢,), 0 < m < n i¢gin
0<c, <10, a sayisinin ondalik agilmi ve t=c, —c; +c, — -+ (—=1)"c,

olsun. Bu durumda 11| a olmasi ancak ve yalmiz 11 |t olmas ile miimkiindiir.
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Ispat: f(x)= chxk seklinde say1 ¢oziimlenmesi olsun.
k=0
10 = -1 (mod 11)
f(10) = f(—1) (mod 11), f(10) = a, f(1) =t
dir. Boylece 11 la< 111t dir.

2.12. Teorem: a sayis1 n basamaklh a = (c,c,_; - ¢;¢;), 0 < m < n i¢in
0 <c, <10, a sayisimin ondalk a¢ilmi ve t=c, —c; +c, — -+ (=1)"c,
olsun. a sayisinin 7, 11 ve 13 sayilarmin hepsi ile boliinebilmesi ancak ve
yalniz
t = (100c, + 10c; + c,) — (100cs + 10c, + c3) + (100cg + 10c, + c() — -+
sayisinin 7, 11 ve 13 sayilarinin hepsi ile boliinmesidir.

Ispat: 7-11-13 = 1001 dir.

Eger m ciftise 103%™ = 1, 103™*! = 10, 103™*2 = 100 (mod 1001)
Eger m tek ise 103™ = —1, 103™*1 = —10, 103™*2 = —100 (mod 1001)
O halde
a = (100c, + 10c; +c¢,) — (10%*2¢c; + 103*1¢c, + 103c,) +
+(10°%*%¢cg + 10%**c, + 10°¢,) — -+
Buna gére 1001 |a olmasi ancak ve yalniz 1001t olmasi ile miimkindiir.

CARPIMSAL FONKSIYONLAR

2.1. Tanim: f: N - R, f[Hakj:Hf(ak) biciminde tanimlanan

k=1 k=1
fonksiyonlara carpimsal fonksiyonlar denir. Burada n = 2 alinirsa
f(a,a,) = f(a,)f(a,)
olur.

Ornek: A bir pozitif tamsay1 a,,a,,as, ... asal saylar; m;, m,, m,, ...
dogal sayilar olmak tizere,
A=alt.a)?.az%..
asal carpanlarin ¢arpimi biciminde yazilsin. Burada A sayinin pozitif bdlenleri
sayisl
T = (m +1)(m, +1)(m; + 1)...
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kadar oldugu Asal Sayilar konusunda izah edildi. f(m,) = m, +1,(1 <k < n)
bigiminde tanimlanan bir fonksiyon ¢arpimsal fonksiyondur. Gergekten;

f(f[mkj = f(m,)f(m,) -+ E(m,)

=(m;+1)(m,+1)-(m, + 1)
~[Ttm, +1)

[ Tfm)
dir. // _

Bu soruyu niimerik olarak somutlastirabiliriz. f fonksiyonunu “4 ve 5
sayllarinin boélenlerinin sayis1” bigciminde tanimlanirsa f fonksiyonu ¢arpimsal

fonksiyon olur. Soyle ki;

“4 sayilariin bolenleri 1, 2, 4” olup sayisi s(4) = 3 diir.
“5 sayilariin bolenleri 1, 5” olup sayisi s(5) = 2 diir.
“20 sayilarmin bélenleri 1, 2, 4, 5, 10, 20” olup sayis1 s(20) = 6 diir.
s(4-5) =s(4)-s(5)
olur.

Ornek: A bir pozitif tamsay1 a,,a,,a,, ... asal sayilar; m;, m,, ms, ...
dogal sayilar olmak iizere,
__ .m m m
A=a ".a,%a;°.
asal carpanlarin ¢arpimi bigiminde yazilsin. Burada A sayinin pozitif bolenleri

toplami

my my m3 _
_a1 1_32 1_:;13 1“.

31—1 32—1 33—1

mk_

1
oldugu Asal Sayilar konusunda izah edildi. f(a,;m,) = i;131;1,(1 <k<n)
—

bigiminde tanimlanan bir fonksiyon ¢arpimsal fonksiyondur. Gergekten;

f(ﬁ(ak;mk)j = f((a;; my)(az;my) -+ (ap; my))
a; 11\ (a)2-1 an_1
- (;:1—1 >< 52—1 )( ap—1 )

S
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=T [f(a;;m,)
k=1
dir.

2.13. Teorem: Eger 2K—1 sayis1 asal ise 2K71(2K—1) sayisi
miikemmel bir sayidir.

Ispat: Asal sayilar konusunda bahsedilen miikemmel sayi, bir sayisi
bolenlerin  toplami lizerinde tanimlandigindan ¢arpimsal fonksiyon
uygulanabilir.

(k) = f((2)(2~ 1))

= f(2%1) - f(2k - 1)
pk=1+1

=<T1_1>(2k‘1+1)

= (2k - 1)(2¥)
= 2f(k)
sayis1 miikemmel bir sayidir.

Ornek: 2° — 1 = 31 sayis1 asal olduguna gore
(251)(2°—-1) = 496
sayist miikemmel bir sayidir. Gergekten 496 sayisinin bolenleri;
1,2,4,8,16,31, 62,124, 248, 496
olup bu sayilarin toplami 496 sayisinin 2 katidir.

MOBIUS FONKSIYONU

Augst Ferdinﬁ(i Mébius
17 Kasim 1790, Naumburg, Almanya-26 Eyliil 1868, Leipzig, Almanya

2.2. Tanim: n pozitif bir tamsay1 olmak tlizere,
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1, n=1
un)={ 0 , p?In,pasal

(=15 n=p;py-pp ((#)p; #pj)
fonksiyonuna Mobius fonksiyonu denir.

Ornek: n(42) =p(2:3:7) =(-1)3= -1
n(50) =u(2:5) =0
Asikar olarak eger p bir asal say1 ise u(p) = —1; k = 2 icin daima u(pk) =0
dir.

2.14. Teorem: Mobius fonksiyonu carpimsal bir fonksiyondur.

Ispat:  OBEB(m;n) = —1 ise p(mn)= p(m)-pu(n) oldugunu
gostermeliyiz.

i) m ve n sayilarindan en az biri bir asal sayinin karesi tarafindan
béliiniiyorsa, p bir asal sayr olmak iizere eger p?/m veya p?|n ise p?|/mn
olacagindan

u(mn) = 0 = p(m) - p(n)
dir.

ii) m ve n sayilarmin her ikisinin de bir asal saymnin karesi tarafindan
boliinmedigini kabul edelim. OBEB(m;n) =1 oldugundan p;vep; ler
birbirinden farkl asal sayilar olmak iizere,

m=p;p; P, 1= P1Pz " Ps
seklindedir. Bu durumda mn nin kanonik gosterilisi

mn = p;p; = PrP1P2 =" Ps
seklindedir. O halde

u(mn) = p(pyp, - PrP1P2 ** Ps)

O (_1)r+s

= (=D(-1)°

= p(m) - p(n)
bulunur.

2.15. Teorem: n > 1 olan her n sayisi i¢cin

z (d)= 1,n=1
<5 0,051

dir.
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Ispat: ) n = 1igin ) p(d)=p(1)=1 dir.

d1
n > 1 olsun. F(n):Zu(d) diyelim. p fonksiyonu ¢arpimsal oldugundan
d‘n

F(n) de ¢carpimsaldir.

ii) p, bir asal say1 olmak iizere, n = p¥ seklinde olsun. p*¥ nin biitiin
pozitif bélenleri 1, p, -+, p¥ gibi (k + 1) tane tamsayidir. Boylece
F(p*) = 2 u(d)
d‘pk
= u(D) +ulp) + -+ u(p)
= u(D) +ulp)
=1+ (-1)
=0
dir.

iii) Eger n=p11(1.p12<2---pfr seklinde ise F fonksiyonu carpimsal
oldugundan F(n)=F(p11<1).F(p12<2)~--F(plr(r), i'ye gore i=1,2,---,r i¢in

(3t) -0
sonug olarak F(n) = 0 bulunur.

Ornek: n = 60 = 22- 3 - 5olsun.
D ()= p(D) + p(2) +p3) + u2?) + pu(5) + p(6) + u(10) + p(12) +

d|60

n(15) + pu(20) + u(30) + n(60)
=1+(-D+(--D)+0+(-D+1+1+0+1+0+(-1D+0
=0

2.16. Teorem (Mobius Ters Cevirme Formiilii): F ve f dogal sayilar
zerine taniml iki fonksiyon olsun. Eger

F(n) = Y f(d)
ise
n n
f(n)= Zu(d)F(aj = ZM(EJF(OU

dir.
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ispat: Zu(d)F[g}z(u(d) Zf(c)]{{ Zu(d)f(C)) (1)

dn dn d(n/d) djn \ ¢(n/d)
. ny . 1 ; .
dir. Ayrica d|n ve c| (a) ise a =ctte€e Z+, boylece n = cdt, bu ise cln ve

d| (%) elde edilir. Bunun tersi de dogrudur. Sonug olarak
n

dlnve c| (H)<:> cInved| (%)

dir. Bu durumda (1) esitligini
z[ Zu(d)f(C)JZZ( Zu(d)f(C)JZZ[ zu(d)j @)
din \ c|(n/d) cn \ d|(n/c) cn \ d|(n/c)

n
seklinde yazabiliriz. 2.13. teoreme gore Zu(d) toplaml,z = 1 olmasi disinda
d|(n/c)
sifir, bu durumda, yani n = ¢ olmasi halinde ise 1’e esittir. Boylece

Z[f(c) Zu(d)}f(n)

dn d/(n/c)

bulunur. Diger taraftan dln ise n = dd’ seklinde yazilabilir. d, n’'nin biitiin
pozitif bolenlerini dolasirken d’ de n’nin bitin pozitif bolenlerini dolasir.
Boylece

f(n)=2u(d)F(g)=ZuG]F(d)
dir.

2.3. Sonug: Bir saymnin pozitif bdlenleri sayisi t, pozitif bolenleri
toplami o ile gosterilmek tizere, her n > 1 icin

) ;md)r[gj:;u[g}(d)ﬂ
i) ;md)c(gj:;u[gjc(d)
dir.

2.17. Teorem: F bir carpimsal fonksiyon ve

F(n) = > f(d)

ise f carpimsaldir.
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Ispat: m ve n, OBEB(m; n) = 1 olan pozitif tamsayilar olsun. mn’nin d
gibi herhangi bir pozitif bélenin d, | n,d, |, OBEB(d,; d,) = 1 olmak iizere,
d = d,d, seklinde tek tirli olarak yazilabildigini gormustiik. Mobius Ters
Cevirme Formiiliine gore

f(mn)=2u(d)F(%j= > u(dldz)F[%}f(m)-f(n)
d‘n

dl‘m;dZI‘n 12

elde edilir. Yani f carpimsaldir.

2.18. Teorem: n = pll(1 .plz(2 pf“ bir n>1 tamsayisinin asal
carpanlara ayrilisinin kanonik sekli olsun. Eger f, en az bir n € N icin f(n) # 0
olan, bir ¢carpimsal fonksiyon ise

D u(d)-f(d)= (1 - £(py)). (1 — f(py)) - (1 — £(p,))
dir.

Ispat: F(n):Zp(d)-f(d) seklinde tanimlanan F fonksiyonu ¢arpimsal

d‘n
oldugu asikardir. O halde
F(n) = F(p\*. py? =+ p&r)
k k.
= F(p;))F(py2) -+ F(pr)

( > u(d)- f(d)J[ > u(d)- f(d)} : ( 2 () f(d)]

djp;? djp}2 dlpkr

= (f(1) — f(p)). (F(1) — f(p,)) -~ (f(1) — f(p,)), (f(1)=1)
= (1 - f(py))-(1 = f(py)) - (1 —f(p,))

elde edilir.

2.19. Teorem: Tanim kiimesi dogal sayilardan olusan f ve F,
F(n)= Zf(d) biciminde iki fonksiyon ise herhangi bir m dogal sayisi i¢in

d‘n

iF(n) - if(k)[%}

dir.

Ispat: iF(n):Zm:Zf(d) (1)

n=1 d‘n
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esitligin sag tarafindaki toplamda, f(d) nin esit degerler aldig1 terimleri bir
araya getirelim:

1 <k < m olan bir k dogal sayisi i¢in f (k) teriminin Zf(d) icinde yer
d‘n
almasi1 ancak ve yalniz k’'nin, n sayisinin béleni olmasi ile miimkiindir. Her
tamsay1 kendi kendisinin bir béleni oldugundan (1) esitliginin sag tarafi
1 < k < m olan bir k dogal sayisi i¢in f (k) terimini en az bir kere icerir. Simdi
icinde f (k) teriminiiceren Zf(d) toplamlarinin sayisini hesaplayalim. Bunun
d‘n
icin 1,2,---, m tamsayilar1 icinde k ile boliinenlerin sayisini bulmak yeterlidir,

ki bunlar k, 2k, ---, (%) k olmak tizere (%) tanedir. Boylece f (k) , m’den kiiciik
veya m'ye esit, (%) tane farkh pozitif tamsay: icin Zf(d) toplaminin bir

d‘n
terimidir. Boylece

iF(n) - iZf(d) - if(k){%}

n=1 d|n
olur.

EULER’IN @ FONKSiYONU

2.3. Tanim: n € Z* olsun. n’den kii¢iik ve n ile aralarinda asal olan
pozitif tamsayilarin sayis1 @(n) ile gosterilir ve @ fonksiyonuna Euler
fonksiyonu denir. Yani n > 1 olsun. OBEB(k; n) =1 ve 1 <k <n sartini
saglayan k tamsayilarinin sayisi @(n) dir.

Ornegin ®(2) = 1,0(3) = 2,0(4) = 2,0(5) =4,0(6) =3,---Egern =p
bir asal say1 ise p’den kii¢iik her tamsay: p ile aralarinda asal olacagindan
?(p) =p — 1 olur.

Diger taraftan eger n > 1 olan bir bilesik tamsay1 ise n'nin 1 < £ <n
olan ¢ gibi bir bdleni var oldugundan, n ile aralarinda asal olmayan ve n’den
biiyiik olmayan en az iki tamsay1 (£ ve n) vardir. O halde @(n) <n — 2 dir.
Buna gore n > 1 olan bir tamsayimnin asal olmasi ancak ve yalmiz @(n) =n— 1
olmasi ile mimkiindur.

2.4. Tanim: n > 1 olmak lizere, n ile aralarinda asal ve mod n ye gore
kongrii olmayan @(n) tane tamsaymin olusturdugu sisteme bir mod n ye
indirgenmis kalan sistemi denir.
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Boylece n’den kiigiik n ile aralarinda asal olan biitiin pozitif tamsayilar
mod n ye gore bir indirgenmis kalan sistemi olustururlar.

2.1. Lemma: Eger ap,ay, ;g mod n bir indirgenmis kalan sistemi

ise bu sayilar belirli bir sirada, mod n ye gore, n’den kii¢lik ve n ile aralarinda
asal olan pozitif tamsayilara kongriidirler.

Ispat: Her bir a; i¢in, a, = b;(mod n) ve 0 < b; < n olacak sekilde, b; gibi
bir tamsay1 vardir. Ote yandan OBEB(a;; n) = 1 oldugundan OBEB(b;; n) = 1
olmak zorundadir ve aj,a,, 5 Agm) ler mod n ye gore kongrii olmadigindan

by, by, e+, bymy ler, n'den kiicik ve n ile aralarinda asal olan butiin pozitif
tamsayilardan ibarettir.

2.20. Teorem: n>1 olmak tizere, eer a;a, -+-,apny) mod n bir
indirgenmis kalan sistemi ve OBEB(a; n) = 1 ise aa,,aa,, , g ) de mod n
bir indirgenmis kalan sistemidir.

Ispat: aa,, aa,, *++, a8y, tamsayillarindan herhangi ikisi mod n ye gore
kongrii degildirler. Gergekten eger 1 <i < j < @(n) icin aa; = aaj(mod n) ise
OBEB(a; n) =1 oldugundan a; = aj(mod n) bulunur. Bu ise ay,ay, Ay
mod n bir indirgenmis kalan sisitemi olmasi ile gelisir. Ayrica 1 < i < @(n) i¢in
OBEB(a;; n) =1 ve OBEB(a; n) =1 oldugundan OBEB(aa;; n) =1 dir.
Verilen say1 takimy, n ile aralarinda asal ve mod n ye gore kongrii olmayan
@(n) tane tamsayidan olustuguna gére mod n bir indirgenmis kalan sistemidir.

2.21. Teorem (Euler Teoremi): Eger n > 1 ve OBEB(a; n) =1 ise
a®™ =1 (mod n) dir.

ispat: n > 1 alabiliriz. a;, a,, "+, Ag(n) ile n’den kiiciik ve n ile aralarinda
asal olan biutiin pozitif tamsayilar1 gosterelim. Bunlar mod n ye gore bir
indirgenmis kalan sistemi olustururlar. Carpimsal fonksiyon tanimina gore
OBEB(a; n) = 1 oldugundan aa,, aa,, -+, aay,, de mod n bir indirgenmis kalan
sistemidir ve bu sayilar belirli bir sirada alindiklarinda, mod n ye gore,
aa,,aay, -, adgyy) sayllarina kongrudiirler. Boylece

aa; *aa, *+adyy) = a, a, gy (mod n)

a’Ma, - a, - ayy) = a;*a, - ag(y) (modn) (1)
elde edilir. 1 <1i < j < @(n) icin OBEB(a;; n) = 1 oldugundan
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OBEB(a;a; **agyy; n) =1
dir. Boylece (1) den

a®™ =1 (modn)
elde edilir.

2.4. Sonu¢ (Fermat Teoremi): p, pta olan bir asal say1 ise
aP = a (mod p) dir.

Ornek: p = 7 alahm. (—2)7 = —=128 = (—19)- 7 + 5 olup
—128=5=-2 (mod7)

dir.
2.22. Teorem: Eger p bir asal say1 ve k > 0 ise
_ 1 4
@(p*) = p* —p** =pk(1—5) =p*i(p—1)
dir.

ispat: OBEB(n; p*) = 1< OBEB(n,p) =1
oldugu goz oniine almrsa 1 <n < p* olan tamsaylar1 arasinda p ile
boéliinebilen

P, 2p,3p,+, PP
gibi p¥~! tane tamsay vardir. Béylece 1 < n < pX olan ve pX ile aralarinda asal

olan tamsayilarin sayisi (D(pk) = pK —pk~t dir. //

Ornek: ®(9) =3(3 —1) =6 dir. Gercekten de 9’dan kiiciik ve 9 ile
aralarinda asal olan sayilar 1, 2, 4, 5, 7, 8 den ibarettir.

2.23. Teorem: Euler’in @ fonksiyonu carpimsaldir.
Ispat: OBEB(m; n) = 1 icin @(mn) = @(m)@(n) oldugunu gosterelim:
@(1) =1 oldugundan m ve n’den en az birinin 1 olmasi halinde teorem

dogrudur.

m > 1,n > 1 oldugunu kabul edelim. Asagidaki sekilde mn tane ardisik
tamsayidan olusan tabloyu g6z 6niine alalim:

0 1 2 m-—1
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m m+1 m+ 2 m+ m-—1
(n-=1)m M-1)m+1 (n—1)m+ 2 - (n—1)m+ m-1

Bu tablodaki sayilar mod mn bir tam kalan sistemi olustururlar ve bunlarin
icinden @(mn) tanesi mn ile aralarinda asaldir. ilk siradaki sayilar mod m bir
tam kalan sistemi olusturur. Herhangi bir siitundaki sayilar ise, mod m ye gore
birbirine  kongriidiirler. OBEB(gm +r; m) = OBEB(r; m) oldugundan
herhangi bir r + 1-inci stitundaki sayilarin m ile aralarinda asal olabilmesi i¢in
OBEB(r; m) = 1 olmasi gerekir. Bu nedenle m ile aralarinda asal olan sayilari
bulunduran siitunlarin sayis1 @(m) tanedir ve bu siitiinda yer alan sayilarin
tamami m ile aralarinda asaldir. Ayrica OBEB(r; m) = 1 olan bir r + 1-inci
stitundaki sayilar
rr m+r,2m+r,--,(n—1)m+r

OBEB(m; n) =1 oldugundan Modiiler Aritmetik konusundaki 6.8. teoreme
gore bu sayllar mod n bir tam kalan sistemi olustururlar. Bu nedenle bu
situnda n ile aralarinda asal olan tam @(n) tane sayr vardir. O halde
yukaridaki tabloda hem m hem de n ile aralarinda asal olan sayilarin sayisi
@(m)@(n) dir. Ayrica OBEB(a; mn) = 1 olmasi ancak ve yalniz OBEB(a; m) =
1 ve OBEB(a; n) = 1 olmasiile mimkiindiir. Bu nedenle mn ile aralarinda asal
olan sayilarin sayis1 @(mn) = @(m)@(n) dir.

2.24. Teorem: Eger n > 1 tamsayisinin asal carpanlara ayrilisinin
kanonik seklin = pk1 plzfz pfr ise

@(n)—nH(l——J Hp "(p, -

1

dir.

Bu teoremin ispati asikar oldugundan okuyucuya birakilmistir.

Ornek: ¢(4 725) =@ (3%3-5%-7)

=4725(1-3)(1-5) (1-7)
=323-1)5G-1)(7-1)

= 2160

2.25. Teorem (Gauss Teoremi): Herhangi bir n > 1 tamsayisi icin

n=>¢(d)
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dir.

Ispat: {1, 2, -+, n} kiimesi iizerinde
m,; ~ m,< OBEB(m,;;n) = OBEB(m,; n)
seklinde tanimlanan baginti bir esdegerlik bagintisidir ve bu bagint
{1, 2,---,n} kiimesini asagidaki sekilde tanimlanan siniflara ayirir:

d, n’nin pozitif bir boleni ve 1 < m < n olmak tizere, OKEK(m; n) = d
ise m € S(d), yani
S(d) = {m|OBEB(m;n) =d; 1 <m <n}
dir. OBEB(m; n) = d < OBEB (%,%) = 1 oldugundan her bir S(d) smifina ait

n n
tamsayilarin sayisy, q den kiiciik ve q ile aralarinda asal olan pozitif

tamsayilarin sayisi (D(%) ye esittir. Ayrica {1,2,---,n} kiimesine ait her

tamsay1 tam bir S(d) smifinda bulundugundan
n
n=>|S(d) =Y, q{a)
din

d‘n
elde edilir. Diger taraftan d, n’nin biitlin pozitif bélenlerini dolasirken, d’ =

als

de n’nin biitlin pozitif bolenlerini dolasir. Buna gore;

n=>4 = | =Y 6(d)

s

elde edilir.

Ornek: n = 15 olsun. k| 15 ise k € {1,3,5,15} olabilir. Boylece

S(1) ={m|OBEB(m;15) = 1;1 <m < 15} ={1,2,4,7,8,11,13,14}
IS(D|=8

S(3) = {m|OBEB(m; 15) = 3;1 <m < 15} = {3,6,9,12}, [S(3)| = 4

S(5) = {m|OBEB(m; 15) = 5;1 <m < 15} = {5,103}, [S(5)| = 2

S(15) = {m|OBEB(m;15) = 15;1 < m < 15} = {15}, [S(15)| = 1

> o(d)=0(15) + 8(5) + 0(3) + B(1) =8+ 4+ 2+ 1= 15

ds
bulunur.

2.26. Teorem: n > 1 tamsayisli icin n’den kiigiik ve n ile aralarinda asal

1
olan bitiin pozitif tamsayilarin toplami > n @(n) sayisina esittir.
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ispat: 41,85, Ag(ny, n’den kiiciik ve n ile aralarinda asal olan biitiin

pozitif tamsayilar olsunlar.
OBEB(a;n) =1 < OBEB(n— a;n)

oldugundan, n—a,;,n—a,,:-,n — agn) sayllar1 bir baska sirada alindiklar

taktirde a,, a,, -, Agm) saylilarina esittirler. Boylece
al +a2 +"‘+a®(n) == n_a1+n_az +"‘+n_a®(n)
=@Mm) -n—(a;+a, + -+ agy))

ve
2(a; +a, ++agy) =01 n
1
a; +a; + -+ agy) =5 nd(n)
bulunur.

COZUMLU ALISTIRMALAR

1.7Z,;, de taniml,
fx)=7x+6
fonksiyonuna goére, f ~(x) asagidakilerden hangisine esittir?

A)7-x+3 B)7-x+5 (C)7-x+1 D)8-x+4
Cozim: Once x yerine y, y yerine x yazalim.
x=7'y+6
olur.Z, , de 6+ §_= 0 olduguna gore
Xx+5=7y+6+5
Xx+5=7-y+0
x+5=7y
elde edilir. Z,,, de 7 -8 = T olduguna gore
8(x+5)=8-7-y

8x+8:-5=1-y

8x+8=y
f~1(x)=8x+8
bulunur.
2.7/4 de,
+(0|1|2]|3
0(0|1(2]3

Cevap: E
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WAl DNIf =1
QI DNIf =
Q| WIf NI
= SIf Wl
NI =i S

WINIf= Il @
(=] [e] fer') fa'] Fen ]
WA NI =1 S =
NIl N Sl NI
= NI ool I Wl

Verile tabloda (x+ 3)e(y+2)=1 olduguna gore xy nin degeri nedir?

A0 BI Q2 D)3  E)Cozim yok
Cozim: (x+3)e(y+2) =1

x+3=1vey+2=1

x=2vey=3

Xy =2 3= 2

Cevap: E
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