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4. BOLUM
PERMUTASYONLAR

Permiitasyon kelimesi Latince’de “yer degistirme” anlamina gelen “permii-
tare” sozciiglinden tiiredigi bilinmektedir. Permiitasyon kelimesi Tiirkcede “sira-
lama” anlaminda kullamlmaktadir. Ornegin A, B ve C gibi ii¢c nesnenin degisik sira-
lamalar1 ABC, ACB, BAC, BCA, CAB ve CBA seklinde olacaktir. Buna gore degisik si-
ralamalarin sayisi 6 dir.

SAYMANIN KURALLARI
1. Toplama Yoluyla Sayma

4.1. Tanmim: A ve B kiimeleri sonlu ve ayrik kiimeler olsun. Bu kiimelerin
birlesiminin eleman sayisini bulmaya toplama yoluyla sayma denir.

4.1. Aksiyom: A ve B kiimeleri sonlu ve ayrik kiimelerin birlesimin eleman
sayisl, kiimelerin elemanlarin sayilarinin toplamina esittir. Buna gore,

s(A)=m, s(B)=nve AnB=Y
olmak lizere,

s(AuUB)=s(A)+s(B)=m+n
dir.

O halde, ayrn iki islemden biri “m” farkli yolla digeri “n” farkli yolla yapili-
yorsa, bu islemlerden biri veya digeri “m + n” farkl yolla yapilabilir. Bu durum is-
lem sayis1 arttiginda da gegerlidir.

Toplama yoluyla saymanin en belirgin belirleyici 6zelligi “veya” kavrami-
dir.

Ornek: Bir smifta 11 gozliikli, 25 gozliiksiiz 6grenci vardir. Bu simftan 1
gozlikli veya 1 gozliiksiiz 6grenci kag degisik yolla segilebilir?

Coztm: Gozlikli 6grenci s(A)=11 tirli, gozliksiiz 68renci s(B)=25 tiirli

secilebilir. Su halde 1 gozliiklii veya 1 gozliiksiiz 6grenci,
s(AUB)=s(A)+s(B)=11+25
tiirli segilebilir.
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Ornek: Avukat Mehmet Beyin 9 beyaz 7 mavi 4 siyah gémlegi vardir.
Mehmet Bey bir beyaz veya bir mavi veya bir siyah gomlegi kag¢ yolla secilebilir.

Cozium: Beyaz gomlekler s(B)=9 tiirli, mavi gomlekler s(M)=7 tirly, si-
yah gomlekler s(S)=4 tiirlii secilebilir. Su halde bir beyaz veya bir mavi veya bir
siyah gomlek

s(B)+s(M)+s(S)=9+7+4=20
tiirli secilebilir.

2. Carpma Yoluyla Sayma

4.2. Tanmim: A ve B kiimeleri sonlu ve ayrik kiimeler olsun. Bu kiimelerin
kartezyen ¢arpimla eleman sayisini bulmaya ¢arpma yoluyla sayma denir.

4.2. Aksiyom: A ve B kiimeleri sonlu ve ayrik kiimelerin kartezyen ¢arpim
eleman sayisi, kiimelerin elemanlarin sayilarinin ¢arpimina esittir. Yani,

s(A)=m, s(B)=n ve AnB=O olmak lizere,

s(AxB)=s(A).s(B)=m.n
dir.

O halde ilk islem m yolla yapilabiliyorsa ve ilk islem bu m yoldan birisiyle
yapildiktan sonra ikinci islem n yolla yapiliyorsa; bu iki islem birlikte m.n yolla
yapilabilir. Bu durum islem sayisi arttiginda da gegerlidir.

Carpma yoluyla saymanin en belirgin belirleyici 6zelligi “ve” kavramdir.

Ornek: 3 pantolon 3 gomlegi olan bir sahis 1 pantolon ve 1 gémlegi kag
farkl sekilde secebilir?

Cozim: Pantolonlarin kiimesi P = {P1, Pz, P3}
Gomleklerin kiimesi G = {G1, Gz, G3}
olsunlar. 1 pantolon ve 1 gomlekten olusan ikililer,

PxG={(P1, G1), (P1, G2), (P1, G3), (P2, G1), (P2, G2), (P2, G3), (P3, G1), (P3, G2), (P3,
Gs)}

kiimesidir. Su halde Kartezyen carpim geregince,
s(P) = 3, s(G) = 3 ise s(PxG)=s(P).s(G)=3.3=9

tanedir. Buna gore 3 pantolon 3 gomlegi olan bir sahis 1 pantolon ve 1 gémlegi 9
farklh sekilde secebilir.
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Ornek: A sehrinden B sehrine 3, B sehrinden C sehrine 4 farkh yol vardur.
A sehrinden C sehrine gitmek isteyen birinin, B sehrine ugramak sartiyla,

a) A sehrinden C sehrine kag farkl sekilde gidilebilir?

b) A sehrinden C sehrine kag farkl sekilde gidip donebilir?

c) Gittigi yoldan donmemek sartiyla A sehrinden C sehrine kag farkl sekil-
de gidip donebilir?

A
B

Coziim: a) A dan ¢ikan bir yolcu 3 tiirlii B sehrine varir. B ye ugradiktan
sonra C sehrine 4 tiirlii ulasir. Bu durumda carpma yoluyla sayma uygulanirsa,
s(AB) =3, s(BC) =4 ise s(AB).s(BC) =3.4 =12
bulunur.

b) A dan ¢ikan bir yolcu B ye ugradiktan sonra C ye 12 tiirlii geliyorsa, geri
gelirken de yine 12 farkl secenek karsisina ¢ikar. O halde gidis ve doniiste,
s(AB).s(BC).s(CB).s(BA) =3.4.4.3 =144
farkl sekilde yol tercih edilir.

c) A dan ¢ikan bir yolcu B ye ugradiktan sonra C ye 12 tiirlii gelebilecegini
biliyoruz. Geri gelirken aym yolu tercih edilmeyecekse kullanabilecekleri yol bir
azalacagindan, C den B ye (4-1) = 3 tiirlii, B den A ya (3-1) = 2 tiirli se¢ebilme
hakk: dogacaktir. Su halde,

s(AB).s(BC).[s(BC)-1].[s(AB)-1] =3.43.2 =72
farkl sekilde yol tercih edilir.
3. Ustlii ifadeler Yoluyla Sayma

4.3. Tamim: A ve B kiimeleri sonlu ve ayrik kiimeler olsun. Bu kiimelerin
kartezyen carpimin kuvvetiyle eleman sayisini bulmaya istlii ifadeler yoluyla
sayma denir.

4.1. Teorem: A kiimesi siralama yapilacak kiime, B siralanacak kiime ol-
sunlar. s(A) = m ve s(B) = n ise, hicbir sart aramadan yapilacak siralama sayisi
S(AJS[B) =m"
kadar siralama yapilir.

Ispat: A kiimesi siralama yapilacak kiime, B siralanacak kiime olsunlar.
A={a,,a,,..,a,,} ve B={b,,b,,..,b,} ise, b1 eleman hi¢bir sart aramaksizin A kii-
mesinden biitiin elemanlan siralanacagindan m tirlii siralanir. Yine bz elemani
hi¢cbir sart aramaksizin A kiimesinden biitiin elemanlar siralanacagindan m tiirli
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siralanir. Bu sekilde devam edilince b, elemani hicbir sart aramaksizin A kiime-
sinden biitiin elemanlar1 siralanacagindan m tiirlii siralanir. Su halde kartezyen
carpim geregince,

S(A)s[B) =mn
kadar siralama yapilir.

Ornek: Internette 7 farkli e-posta adresi olan bir sahis 4 farkhi e-postay1
kac farkli sekilde gonderilir.

Coziim: Birinci e-posta 7 farkh sekilde gonderilir. Yine ikinci e-posta 7
farkl sekilde gonderilir. Yine liciincii ve dordiincii e-posta 7 farkh sekilde gonde-
rilir. O halde Kartezyen ¢arpim geregince,

7.7.7 =74
farkl sekilde gonderilir.

Ornek: 20 soruluk bir testte her sorunun 5 segenegi vardir. Bu testin ce-
vap anahtar1 kag farkl sekilde hazirlanabilecegini bulalim.

Cozim: Her sorunun cevabi 5 degisik sekilde verilebilir. O halde 20 soru-
nun cevap anahtari,
520 =95367431640625
kadardir.

Ornek: Spor toto oyununda 13 magin hepsinin de dogru tahmin etmek icin
birbirinden farkli ka¢ kolon oynanmasi gerekir.

Cozum: Spor totoda 13 tahmini ma¢ skoru bulunmaktadir. Eger bir macta
birinci takim yenerse 1, ikinci takim yenerse 2, berabere kalinirsa 0 yazilacaktir.
13 mag bu sekilde tahminde bulunulur. Her tahmine 1 kolon denilir. Eger bir spor
toto oyuncusu 13 mag1 da tam bilirse para kazanir. Su halde herhangi bir kolon
icin bilesenler 0, 1, 2 dir. Sirali 13 lii olacagindan,

313 = 1594323
kolon oynanmas1 gerekir.

PERMUTASYON (SIRALAMA) FONKSIYONU

4.4. Tanim: A sonlu ve n elemanh bir kiime olmak iizere f:A — A tanim-
lanan birebir ve 6rten her fonksiyona A kiimesinin bir permiitasyonu denir.

A={a,,a,,..,a,} kiimesi icin bir f permiitasyon fonksiyonu,
f—[ a, a, .. a, J
fla,) f(a,) - f(a,)

seklinde gosterilir.
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Ornek: A = {a, b, ¢} olmak iizere A dan A ya tanimlanan fonksiyonlardan

b
biri, f =(a Cj olsun. Bu f fonksiyonu A kiimesinin bir permiitasyonudur.
c a

Fonksiyonun goriintii kiimesi (bca) sirali iiclisiidiir.
A f A

—

H.

b

f:[?) CJ fonksiyonu; f = {(a, b), (b, ¢), (c, a)} veya f = (bca) seklinde gosterilir.
CcC a

/!

f =(bca) permiitasyonuna, A nin elemanlarmin farkli sirayla dizilislerin-

den biri de diyebiliriz. Oyleyse permiitasyonun tanimi asagidaki bicimde de vere-
biliriz.

4.5. Tanim: Sonlu n elemanli bir A kiimesinin herhangi r elemaninin
(r<n) yan yana dizilisinden (siralanisindan) her birine, n-nin r-li permiitasyonu

denir. Bu sekildeki farkli dizilislerin sayisina da n-nin r-li permiitasyonlarin sayi-
st denir.

Ornek: A = {a, b} kiimesinin biitiin permiitasyonlarin1 bulalim.

Cozim:

. .

f={(a a), (b, b)} g={(ab), (b, a)}

veya veya

o ab (a b
“la b b a
dir. A kiimesinin f = (ab) ve g = (ba) olan iki permiitasyonu vardir. Buna gore 2

elemanli bir kiimenin permiitasyon sayisi 2 dir.//

Simdi permiitasyon sayisini bulacak formiilii verelim.
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4.2. Teorem: n elemanl bir A kiimenin herhangi r elemaninin (r<n) yan
yana siralanis (dizilis) sayis;

n!
Pn.r)= (n—r)!

kadardir.

Ispat: n elemanli bir A kiimesinin r elemammn yan yana siralanisina baka-
Iim. Bur eleman A{a,,a,,..,a,} kiimesi olsun.

ai yerine n elemandan birisi,
az yerine geriye kalan n-1 elemandan birisi,
azyerine geriye kalan n-2 elemandan birisi,

aryerine geriye kalan n-(r-1) elemandan birisi gelebilir.
kartezyen ¢arpima gore, n elemanin birbirinden farkl r-li siralanis sayisi,

n(n-1)(n-2)..[n—(r-1)]
olur. Elde edilen ¢arpim (n-r)! ile carpilip béliiniirse,

(n—r)! n!
n(n-1)(n-2)..[n—(r-1 =
(-1 -2 DI = =P
olacagindan n elemanli bir A kiimesinin r elemaninin tim siralanis sayisi,
n!
P(n,r)=
(1) (n—r)!

olur.
Ornek: P(12, 4) isleminin sonucu nedir?

| |
(1212'3)' = 19—2| =12.11.10=1320

Coziim: P(12,4)=

Ornek: 8 koltuga 4 kisi ka¢ farkl sekilde oturur. (Oturan kisi kalkmayacag
kabul etmeliyiz.)

Cozum: Birinci kisi 8 koltuktan birini sececeginden 8 farkli sekilde oturabi-
lir. Ikinci kisiye 7 koltuktan birini secme hakki vardir. Su halde ikinci sahis 7 farkh
sekilde oturabilir. Ugiincii kisiye 6 koltuktan birini secme hakki vardir. Buna gore
tciincii sahis 6 farkli sekilde oturabilir. Dordiinct kisiye 5 koltuktan birini se¢me
hakki vardir. Buna gore dordiincii sahis 5 farkli sekilde oturabilir. Se¢imde bir si-
ralama oldugundan permiitasyon formiiliine gore,

8l  8.7.6.54!

(8-4) 4
farkl sekilde oturabilir.

P(8,4)= =8.7.6.5=1680
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Ornek: 25 Kkisilik bir simftan 1 baskan 1 baskan yardimci kag farkl sekilde
secilebilir.

Cozim: Bu smiftan 1 baskan 25 farkh sekilde secilebilir. Geriye 24 kisi
kalmistir. 1 baskan yardimci 24 farkh sekilde secilebilir. Secimde bir siralama ol-

dugundan,

: |
P(25,2)= 25! 25.24.23
(25-2)1 23!

farkl sekilde secilebilir.

=25.24=600

Ornek: Internette 6 farkhi e-posta adresi olan bir sahis 3 farkli e-postay1
her biri farkli e-postadan gonderilirse kag farkli sekilde gonderilir.

Coztim: Birinci kisi 6 e-posta adresinden birini sececeginden 6 farkl sekil-
de oturabilir. Ikinci e-postaya 5 e-postadan birini segme hakki kalmustir. Su halde
ikinci e-posta 5 farkl sekilde segilebilir. Ugiincii e-postaya 4 e-postadan birini
secme kalmistir. Buna gore lglincii e-postaya 4 farkh sekilde secilebilir. Secimde
bir siralama oldugundan permiitasyon formiiliine gore,

| |
P63)=— 034304120
6-3)! 3l

farkh sekilde secilebilir.

Ornek: 7 kisiden yan yana gelmek sartiyla herhangi 4'ii ka¢ farkh sekilde
fotograf cektirebilirler.

Coztm: 7 6grenciden herhangi 4 1 (a, b, c, d) seklinde siralansinlar.

a sirasl 7 6grenciden birisi,

b siras1 6 6grenciden birisi,

csiras1 5 6grenciden birisi,

d swras1 4 Ogrenciden birisi gelebilir. Buna gore 7 6grencinin herhangi 4
Uinin farkli siralanisi permiitasyon formiiliine gore,

P(7,4) 70776543

L == =7.6.5.4=840
(7-4) 3 3!
kadardir.

4.1. Sonug: n elemanh bir A kiimesinin tiim elemanlarinin yan yana sirala-
nis (dizilis) sayisy;
P(n,n)=n!
kadardir.

Ornek: 6 kisinin yan yana siralanarak kac farkh sekilde poz verebilirler.

Coztm: Permiitasyon formiiliine gore 6 Kisinin 6’sida siralanacagindan
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P(6,6) =6!=720
sekilde farkl siralanabilirler.

Ornek: A = {0, 1, 2, 3, 4, 5} klimesinin elemanlar1 kullanarak rakamlari
birbirinden farkli, 4 basamakli ka¢ degisik say1 yazilabilecegini bulalim.

Coziim: Permiitasyon geregince 6 sayidan 4 basamakl
6! 6 65432

6-4) 22 2

sekilde farkli yazilabilirler. Yalmz O sayisi basa gelince 4 basamakli say1 olmaz.

Halbuki bu 360 sayinin icerisinde ilk rakami 0 olan sayilar da vardir. Bu sayilar,

@:60
6

=360

P(6,4) =

tanedir. Su halde,
P(6,4)—-60=360-60=300
tane farkl 4 basamakli say1 yazilir.

Ornek: 4 farkll Matematik kitabi, 5 farkh Tarih kitabi aym tiir kitaplar yan
yana gelmek iizere kag farkh yerlestirilir.

Coztim: Matematik kitaplar1 P(4,4) = 4!, Tarih kitaplar1 P(5,5) = 5! Seklin-
de yerlestirilir. Birde bu kitaplar sag tarafa Matematik sol tarafa Tarih veya sag
taraf Tarih sol tarafa Matematik kitaplar1 konulabileceginden P(2,2) = 2! seklinde
ayrica bir yerlesim daha vardir. Su halde bu kitaplar,

415121 = 5760
farkl yerlestirilebilir.

Ornek: 7 Bilgisayar kitabindan 3 ii, 4 Elektronik kitabindan tamamu segile-
rek bir kitapliga kag farkl sekilde dizilebilir.

7!
(7-3)!
tabindan tamami P(4,4) = 4! sekilde dizilebilirler. Ayrica bu kitaplar sag ve sol ay-
r1 ayri1 dizilme gercekleseceginden,

=210 ve 4 Elektronik ki-

Coziim: 7 Bilgisayar kitabindan 3 i P(7,3)=

P(7,3).P(4,4).P(2,2) = 210.24.2 = 10080
farkl sekilde dizilebilirler.

4.2. Sonug: a) P(n,0)=1
b) P(n,1)=n
c) P(n,n-1)=n

Ornek: P(n, 4) = 8.P(n, 3) denkleminin ¢éziim kiimesini bulunuz.
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Coztim: n € N oldugundan
n! n!
=8
(n—-4)!  (n-3)!
n(n-1)(n-2)(n-3)(n—4)! _8n.(n—1)(n—2)(n—3)!
(n—4)! - (n-3)!

n—-3=8
n=11
bulunur.

Ornek: 2P(n, 2) + 50 = P(2n, 2) denkleminin ¢6ziim kiimesini bulunuz.

Coziim: neN oldugundan

n! _ (2n)!
2(n—2)! +20= (2n-2)!
2n.(n—1)(n—2)! 50— (2n)(2n-1)(2n-2)!
(n-2)! - (2n-2)!

2n.(n—-1)+50=(2n)(2n-1)
2n*—2n+50=4n*-2n
50=2n?
n=>5

bulunur.

Ornek: Aralarinda Furkan ve Burak’in bulundugu bir grup égrenci bir si-
rada oturacaklardir. Furkan ve Burak yan yana gelmemek iizere 6.7! degisik se-
kilde oturabildiklerine gore, bu grubun kag kisi oldugunu bulalim.

Coziim: Biitin 6grenciler n tane olsun. Furkan ve Burak yan yana gelmeye-
ceklerine 6nce yan yana gelme durumlarini inceleyelim. Furkan ve Burak’i 1 kisi
diisiinecek olursak, n—1 6grenci kalmis olur. Su halde Furkan ve Burak yan yana
gelme durumunda sag ve sol degisimi olacaklarindan

P(n—1,n—-1)P(2,2)=(n—-1)!.2!
dir. Ayrica bitiin 6grenciler P(n,n) =n! siralanacagindan, Furkan ve Burak'in yan
yana gelmeme durumlari,

nl{(n-1).2!=6.7!

n(n-1)—-(n—-1)!.2!=6.7!

(n-1)!(n-2)=6.7!

n=38
olarak bulunur.

PERMUTASYONUN OZEL DURUMLARI
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Yukaridaki orneklerde sorulari permiitasyon formiilii kullanarak c¢ozdiik.
Bu formiilii kullanirken
n(n-1).(n-2)..[n—(r—1)]
kullandigimiz fark etmisinizdir. Simdi bu ifadesindeki bazi 6zel durumlar kulla-
narak sorulart ¢ozelim.

Ornek: A={ab,c,d,ef g} kimesinin elemanlarim kullanarak anlaml veya

anlamsiz 4 harfli,

a) Kac degisik kelime,

b) Harfleri birbirinden farkl kag farkl kelime,

c) Sesli bir harfle baslayip sesli bir harfle biten harfleri birbirinden farkl
kac degisik kelime,

d) Sesli bir harfle baslayip sessiz bir harfle biten harfleri birbirinden farklh
kag degisik kelime,

e) Icerisinde b'min mutlaka bulundugu kag¢ degisik kelime,

f) cile baslayip file bitmeyen kac degisik kelime,

g) a ile baglayip d ile biten, harfleri tekrarsiz ka¢ degisik kelime yazilabile-
cegini bulalim.

Coziim: a) 7 harften olusan kiimede hicbir sart aramaksizin yapilacak 4
harfli kelime sayisi iistli ifade yoluyla sayma yapilirsa,

1. harf 7 farklh sekilde

2. harf 7 farkl sekilde

3. harf 7 farkh sekilde

4. harf 7 farkh sekilde
olacagindan 7.7.7.7 = 7% = 2401 sekilde yazilabilir.

b) Permiitasyon geregince,

1. harf 7 farklh sekilde

2. harf 1 harf kullanildigindan 6 farkl sekilde

3. harf 2 harf kullanildigindan 5 farkh sekilde

4. harf 3 harf kullanildigindan 4 farkl sekilde
olacagindan 7.6.5.4 icin

| |
P7,4)=— "~ _7654-840

(7-4) 3

sekilde yazilir.

c) 1. harf {a, e} den biri olacagindan 2 farkh sekilde
4. harfte 1. harfte sesli harfin biri kullanildigindan 1 farkh sekilde
2. harf {b, c, d, f, g} den biri olacagindan 5 farkli sekilde
3. harfte 2. harfte sesli harfin biri kullanildigindan 4 farkh sekilde
olacagindan 2.5.4.1 igin
2.54.1 =40
sekilde yazilir.
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d) 1. harf {a, e} den biri olacagindan 2 farkh sekilde
4. harf {b, c, d, f, g} den biri olacagindan 5 farkl sekilde
2. harfte 1 sesli 1 sessiz harf kullanildigindan 5 farkl sekilde
3. harfte 3 harf kullanildigindan 4 farkl sekilde
olacagindan 2.5.4.5 igin
2.5.4.5 =200
sekilde yazilir.

e) b harfinin bulunmayacagl {a,c,d,e f,g} kiimesinden 4 harf,

1. harf 6 farkh sekilde

2. harf 6 farkh sekilde

3. harf 6 farkl sekilde

4. harf 6 farklh sekilde
tistlii ifade yoluyla sayma geregi 6.6.6.6 = 6* bulunur. Yazilabilecek 4 harfli kelime
sayist ise 74 oldugundan igerisinde b harfinin mutlaka bulundugu 4 harfli kelime
sayisl,

74-6%*=1106
olarak bulunur.

f) Harfleri tekrar etmesinde bir sakinca olmayip c ile baslayip f ile bitme-
yen,

1. harf ¢ mutlaka olacagindan 1 tiirlu

4. harfte f bulunmayacagindan 6 farkl sekilde

2. harf 7 farkh sekilde

3. harf 7 farkl sekilde
olacagindan 1.7.7.6 igin

1.7.7.6 =294
sekilde yazilir.

g) Harfleri tekrarsiz olacagindan a ile baslayip d ile biten
1. harf a olacagindan 1 tiirli
4. harf d olacagindan 1 tiirli
2. harfte 1. ve 4. harfte 2 harf kullanildigindan 5 farklh sekilde
3. harfte 3 harf kullanildigindan 4 farkh sekilde
olacagindan 1.5.4.1 igin
1.5.4.1 =20
sekilde yazilir.

Ornek: A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} kiimesinin elemanlarini kullanarak 3 basa-
makly,

a) Kac degisik sayi,

b) Rakamlar1 birbirinden farkh kag farkl sayzi,

c) Kac degisik tek says,

d) Her rakam bir defa kullanilmak iizere kag¢ degisik cift say},
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e) Rakamlar tekrarsiz 400 ile 600 arasinda (600 hari¢) kag degisik sayi,

f) 300’den biiytik, 5 ile boliinebilen rakamlar1 tekrarsiz kag degisik says,

g) 340 den biiytik, rakamlar1 tekrarsiz ka¢ degisik say1 yazilabilecegini bu-
lalim.

Coztm: a) Rakamlar tekrarls,
Yizler basamag1 0 hari¢ 6 rakamdan biri
Onlar basamag1 7 rakamdan biri
Birler basamag1 7 rakamdan biri
yazilabileceginden
6.7.7 = 294
say1 yazilabilir.

b) Rakamlan tekrarsiz,

Yizler basamagina 0 hari¢ 6 rakamdan biri

Onlar basamagina yiizler basamaginda 1 rakam kullanildigindan geriye ka-
lan 6 rakamdan biri

Birler basamagina ytlizler ve onlar basamaginda 2 rakam kullanildigindan
geriye kalan 5 rakamdan biri yazilabileceginden

6.6.5 = 180
say1 yazilabilir.

c) Rakamlan tekrarl;,
Birler basamagina {1,3,5} den biri olacagindan 3 tiirli
Yiizler basamagina 0 kullanilmayacagindan 6 tiirli
Onlar basamagina 7 tiirlii rakam yazilabileceginden
6.7.3 =126

say1 yazilabilir.

d) Son rakami {0} ve {2, 4, 6} olmak iizere iki kategoride inceleyecegiz.

Her rakam bir defa kullanilmak {izere son rakam 0 gelirse,

Birler basamagina 1 rakam

Yiizler basamagina 6 rakamdan biri

Onlar basamagina ylizler ve birler basamaginda 2 rakam kullanildigindan
geriye 5 rakamdan biri yazilacagindan

6.5.1 =30
say1 yazilabilir.

Son rakam {2, 4, 6} den biri olmak tizere,

Birler basamagina 3 rakamdan biri

Yiizler basamagina o gelmeyeceginden ve birler basamaginda 1 rakam kul-
lanildigindan geriye kalan 5 rakamdan biri

Onlar basamagina yiizler ve birler basamaginda 2 rakam kullanildigindan
geriye 5 rakam yazilacagindan
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553=75
say1 yazilabilir. Su halde,
30 +75 =105
say1 yazilabilir.

e) Rakamlari tekrarsiz 400 ile 600 arasinda (600 hari¢) kag degisik say,

Yiizler basamagina {4,5} rakamlarindan biri olup 2 rakamdan biri

Onlar basamagina ylizler basamagindan 1 rakam kullanildigindan geriye
kalan 6 rakamdan biri

Birler basamagina yiizler ve onlar basamagindan 2 rakam kullanildigindan
geriye kalan 5 rakamdan biri yazilir. Su halde,

2.6.5 =60
say1 yazilabilir.

f) 300’den biiyiik, 5 ile boliinebilen sayilar {3, 4, 5} ile baslar {0, 5} ile biter.

Son rakami 0 oldugunda

Birler basamagina 1 rakam

Yiizler basamagina {3, 4, 5, 6} den biri olup 4 rakamdan biri

Onlar basamagina ytizler ve birler basamaginda 2 rakam kullanildigindan
geriye 5 rakamdan biri yazilir. Su halde,

451 =20
say1 yazilabilir.

Son rakami 5 oldugunda

Birler basamagina 1 rakam

Yizler basamagina {3, 4, 6} den biri olup 3 rakamdan biri

Onlar basamagina ylzler ve birler basamaginda 2 rakam kullanildigindan
geriye 5 rakamdan biri yazilir. Su halde,

351 =15
say1 yazilabilir. Su halde,

20 +15 =35
tane say1 yazilabilir.

g) 340 den biiylik, rakamlar tekrarsiz sayilar1 énce 340 ile 400 sonra 400
den biiyiik sayilar1 incelemeliyiz.

340 ile 400 arasi
Yiizler basamagina sadece {3} olacagindan 1 rakam
Onlar basamagina {3, 4, 5} dan biri kullanilacagindan 3 rakamdan biri
Birler basamagina yiizler ve binler basamaginda 2 rakam kullanildigindan
geriye kalan 5 rakamdan biri yazilir. Su halde,
1.3.5 =15
say1 yazilabilir.
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400 den biiyiik sayilar

Yiizler basamagina sadece {4, 5, 6} olacagindan 3 rakam

Onlar basamagina yiizler basamaginda 1 rakam kullanildigindan geriye ka-
lan 6 rakamdan biri

Birler basamagina yiizler ve binler basamaginda 2 rakam kullanildigindan
geriye kalan 5 rakamdan biri yazilir. Su halde,

3.6.5=90
say1 yazilabilir. Su halde,

15 +90 =105
tane say1 yazilir.

iKi PERMUTASYON FONKSIYONUN BIiLESKESI

4.6. Tamm: A={a,,a,,..,a,} Kkimesinde tammh f:A—>A ve g:A—>A
permiitasyon fonksiyonlari,

( a, a, . a, J ( a, a, . a, j
f= ve g=
fla,) f(a) .. f(a,) gl@,;) gl;) - g,)

olmak iizere, f ve g fonksiyonunun bileskesi

¢ _[ a, a, . a, j
s flg(a,)] flg(a;)] - flgla,)]
seklindedir.

Ornek: A = {a, b, c, d} kiimesi lizerinde iki permiitasyon fonksiyonu,
a b c d a b c d
f= ve g=
d ¢c b a c b a d

seklinde tanimlansin. Bu iki fonksiyonun bilegkesi,

f
a a
] b b
]
c c
d

flg(a)]=f(c)=b, flg(b)]=f(b)=c, f[g(c)]=f(a)=d, f[g(d)]=f(d)=a

f_abcd abcd_abcd
g_dcba c bad (bcda

bulunur.

yani,

Ornek: A={1,2,3,4} olmak iizere A dan A ya
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12 3 4 12 3 4
f= ve g=
(3 1 2 4] (2 3 4 1)

iki fonksiyonu veriliyor. Buna gore f og yibulalim.

- 1 2 3 4)(1 2 3 4
Cozim: fog= o
312 4)\2 3 41

Bilegke islemine sagdaki g fonksiyonundan baslayip sonra f de inceleyelim.
gde 1>2 ikenfde 2—>1 olup fog da 11

gde 2—»3 ikenfde 3—»>2olup fog da 22

gde 3—>4 ikenfde 4—>4 olup fog da 34

gde 4—1 ikenfde 1—>3 olup fog da 43
bulunur. O halde,

1 2 3 4
fog:
1 2 4 3

dir.

BIRIM PERMUTASYON FONKSIiYONU

4.7. Tanm: A={a,,a,,..,a,} kimesinde tanimh 1:A—>A,

(=2 22 - a

“la, a, . a,
seklindeki permiitasyona birim (etkisiz) permiitasyon fonksiyonu denir. Birim
fonksiyonu geregi,

fol=Iof=f

ozelligi vardir. Bu 0Ozellikten dolay1 I permiitasyon fonksiyonu bileske fonksiyo-
nuna gore birim elemanidir.

Ornek: A = {a, b, ¢, d} kilmesinde tanimh 1:A—A,
I:[a b ¢ d]
a b cd
permiitasyonu birim permiitasyon fonksiyonudur.

l.II'_I" I

—_—

I=

oW
A

o
s

T T
a6 o oo
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Ornek: A = {a, b, c, d} kiimesinde tanimli f:A—>A vel:A—A,
a b c d a b cd
f= ve [=
cd awb a b cd
permiitasyon fonksiyonlar1 tanimlansin. Buna gore,
fol a b c dyfa b c d a b cd
o]l = (0] =
c d ab/la b cd cdab

elde edilir.

BIR PERMUTASYON FONKSIYONUNUN TERSI

4.8. Tamm: A={a,,a,,..,a,} Kimesinde tamml f:A—>A ve f':A—>A
permiitasyon fonksiyonlar1 verilsin. Eger,
fof '=f'of=f
olacak sekilde f ve f-! fonksiyonlar1 varsa, f permiitasyon fonksiyonunun tersi f™
permiitasyon fonksiyonunudur denir.

Ornek: A = {1, 2, 3} kiimesinde tanimh f:A—A ve f1:A>A,

1 2 3 1 2 3
f= ve f1=
31 2 2 31

permiitasyon fonksiyonlar1 tanimlansin. Buna gore,

4 (1 2 3)(1 2 3 1 2 3
f o f = (0] = = I
31 2){2 31 1 2 3
elde edilir.

1 2 3 4

Ornek: A={1,2,3,4} olmak iizere A dan A ya f:(B 1 2 4

J fonksiyo-
nunda i bulalim.
Cozuim: Bir fonksiyonun tersini bulurken tanim kiimesi ile deger kiimesi

yer degisecektir. Bu ylizden permiitasyon fonksiyonunun 2. satir1 ile 1. satir1 yer
degismelidir.

4 (1 2 3 4
f™ =
(2 31 4J
Ornek: A = {a, b, ¢, d} kilmesinde tanimh f:A —>A,
b d
(o a c
b d a c

verilsin. f permiitasyon fonksiyonunun tersini bulmalim. Bir f fonksiyonda
f(x)=y < f(y)=x
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oldugunu biliyoruz. Simdi bu kurala gore,

f_1:bdacveyaf_lzabcd
a b cd c adob

elde ederiz.

TEKRARLI PERMUTASYON

4.9. Tanim: neN , n elemanl bir kiimenin n: tanesi aym tiirden, nz tanesi
bir bagka tirden n,,n,,..,n, tanesi bir bagka tiirden ve n, +n,+..+n,=n ise bu
tlr siralanisa tekrarli permiitasyon denir.

4.4. Teorem: n € N , n elemanli bir kiimenin n; tanesi aym tiirden, nz ta-
nesi bir bagka tiirden, ..., nr tanesi bir bagka tiirden ve n, +n,+..+n.=n olsun. Bu

n elemanl yerlerin degistirilmesiyle olusan farkl siralanislarin sayisi;

,,,,,,

kadardir.

Ispat: n elemanli bir kiimenin ni tanesi aym tiirden, n; tanesi bir bagka
tirden, .., nr tanesi bir bagka tiirden ve n, +n,+..+n,.=nolsun. Aym tiirden ele-
manlarin yer degismesi herhangi bir degisikliZe sebep olmayacagindan,

n: elemanin yer degisimi n1! olup bu say1 genel siralamadan ¢ikarilmahdir

nz elemanin yer degisimi nz! olup bu say1 genel siralamadan ¢ikarilmahdir

nr elemanin yer degisimi n:! olup bu say1 genel siralamadan ¢ikarilmahdir
O halde n elemanh kiimenin farkl siralanislarin sayisi;
!
P(n,n,,n,,.,n )= _r
n,!n,l.n!

kadardir.

Ornek: ILIM kelimesinden anlamh veya anlamsiz kag¢ farkh kelime yazila-
bilir.

¢oziim: Once formiil kullanmadan yapalim. iLIM kelimesinde “i” harfi 2 ta-
ne oldugundan anlamli veyaanlamsiz,
{ILIM, ILMI, LiMi, LIiM, MiLI, MIIL, [iLM, IIML, MLII, LMii, IMLI, IMIL}
olacak sekilde 12 farkli kelimesi yazilabilir. Bu islemi formiille yapacak olursak,
P(4,2,1,1)= P
20111
elde edilir.
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Ornek: 10 oyuncak 2, 3 ve 5 yaslarindaki ii¢ cocuga yaslar ile orantil ola-
rak kac farkli dagitim yapilacaktir.

Cozim: 10 oyuncak 2, 3 ve 5 yaslarindaki li¢ ¢cocuga yaslari ile orantili ola-
rak
I
P(10,2,3,5)= L 3780
21.31.5!
farkl sekilde agitim yapilacaktir.

Ornek: Ayni 6zellige sahip 3 mavi, 4 kirmizi ve 2 yesil top yan yana dizile-
ceklerdir.

a) Biitiin toplar kac farkl sekilde dizilebilirler.
b) Mavi toplar bir arada olacak sekilde kag farkl sekilde dizilebilirler.

Coziim: a) Ayni renkteki bilyelerin yer degismesi farkli degisim olmayaca-
gindan
9!
P(9,3,4,2)=——— =1260
31.41.2!
farkl dizilis olacaktir.

b) Mavi toplar bir arada olacagindan 3 linti 1 eleman gibi diistinelim. Ayri-
ca 4 kirmizi ve 2 yesil top olduklarindan,
P(7,1,4,2)= L
11.41.2!
tanedir. Yalmiz mavi toplarin kendi aralarinda yer degistirmeleri yeni bir dizilis
olmayacaklardir.

Ornek: MUSTAFA kelimesinin harfleri ile 7 harfli,

a) Anlaml veya anlamsiz kag kelime yazilabilir.
b) Bu kelimelerin kag tanesinin M ile baslayip A ile bittiginin bulunuz.

Coztim: a) MUSTAFA kelimesinde A harfi 2 tane, diger harfler 1 tanedir.
Buna gore,

1
L
2L
tane anlaml veya anlamsiz kelime yazilir.

P(7,2,1,1,1,1,1)= 520

b) Kelimeler M ile bagslayip A ile bitecegine gore, M ile A arasina geriye ka-
lan U,S,T,AF harfleri siralanacaktir.

(Ml I 1 | | [A]

Bu 5 harfin siralanis sayisi,
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5!
— =120
11ranana!
tanedir.

Ornek: 1110052 rakamlari ile 7 basamakli,

a) Kacg say1 yazilabilecegini,
b) Kac cift say1 yazilabilecegini,
¢) 2 000 000 dan biiyiik kag say1 yazilabilecegini bulunuz.

Coztm: a) 1. yol: 1110052 sayisinda 3 tane 1, 2 tane 0 ve 1 tane 5 ve 1 tane
2 vardir. Buna gore,
———— =420
31211018
degisik sekilde siralama vardir. Ama bu siralamanin arasinda 0 ile baslayan sayi-
lar da vardir. Halbuki O ile baslayan 7 basamakli say1 7 basamakl degildir. Simdi 0
ile baglayan sayilar tespit etmeliyiz.

Lol I 7 | [ |

0 ile baglayan 0 1n sagina geriye kalan 1,1,1,0,5,2 rakamlar1 siralanacaktir.
Su halde,

P(6,31,1,1) =

P(7,3,21,1)=

6!
TR TR T
tane siralanis sayisi vardir. Buna gore,
P(7,3,21,1)-P(6,3,1,1,1)=420—-120=300
tane 7 basamakli say1 elde edilir.

2. yol: 1110052 sayisinin rakamlart her bir basamaga esit sayida geldigin-
den ve bu saymnin 7 rakamindan 5 i sifirdan farkli oldugundan bu sayinin rakam-

larinin 420 siralanisindan ; si sifirdan farkl bir rakamla baglar. Buna gore

420.;=300 tane 7 basamakli say1 yazilabilir.

b) Once 0 ile biten cift sayilarin kag¢ tane oldugunu bulalim. 0 n 6niine ge-
riye kalan 1, 1, 1, 0, 5, 2 siralanacaktir.

LI I | Jo]

Bu 6 rakamin siralanis sayis;,
!
_ e _ 120
310101

dir.
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Simdi 0 ile baglayip 0 ile biten siralanislarin sayisini bulmak icin iki 0 1n
arasma geriye kalan 1, 1, 1, 5, 2 siralanacaktir.

(ol | | Jo]

Bu bes rakamin siralanis sayisi,
5!

IR
dir. Buna gore, 120-20 =100 tane 0 ile biten cift say1 vardir.

Simdi de 2 ile biten ¢ift sayilarin ka¢ tane oldugunu bulalim. 2 nin 6niine
geriye kalan 1, 1, 1, 0, 0, 5 siralanacaktir.

L [ [ I [2]

Bu 6 rakamin siralanis sayisi,
6!

— =60
312111

dir.

0 ile baslayip 2 ile bitenlerin sayisini bulmak icin 0 ile 2 arasina geriye ka-
lan 1, 1, 1, 0, 5 siralanacaktir. Bu 5 rakamin siralanis sayisi,

[of | [ [2]

Bu 5 rakamin siralanis sayisi,
5!

AL
dir. Buna gore 60-20 = 40 tane 2 ile biten cift say1 vardir. O halde toplam 100 + 40
= 140 tane 7 basamakl ¢ift say1 yazilir.

c) 2 000 000 dan biiytk sayilarin milyonlar basamagina 2 veya 5 gelmeli-

dir. 1110052 sayisinin rakamlarinin 420 siralanisindan ; si 2 veya 5 ile baglar.

Buna gore 420.;:120 tane 2 000 000 dan biiytk say1 yazilir.

DAIRESEL PERMUTASYON (DONEL SIRALAMA)

4.10. Tanim: n € N , n elemanh bir kiimenin elemanlarinin, bir ¢ember
lizerindeki farkli siralaniglarinin her birine dairesel permiitasyon (donel sirala-
ma) denir.
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4.5. Teorem: n € N, n elemanli bir A kiimesinin bir daire etrafinda olustu-
rulan dairesel permiitasyon sayisi,
P(n—-1,n-1)=(n-1)
kadardir.

Ispat: Sonlu n elemanh bir kiimenin elemanlar1 bir dairesel sekilde bulun-
sunlar. Kiimenin elemanlarindan herhangi birinin cember tlizerinde yerini degis-
tirmemek iizere sabit noktaya konuldugunu diisiinelim. Geriye kalan n—1 elema-
nin her permiitasyonu farkli bir siralanis verecektir. Bunun disindaki her siralanis
ise oncekilerin bir tekrari olur. O halde birbirinden farkli sonlu n elemanin daire-
sel permiitasyonlar1 sayist (n—1)! dir.

Ornek: A = {a, b, ¢, d} kiimesinin elemanlarimin dairesel masa etrafinda
asagidaki siralanisi asagidaki gibi ise,

d cC b a
b a dq c

bu siralaniglarin hepsi aynmidir. Clinkii her elemaninin sagindaki ve solundaki ayni
olacaklarindan bu dort siralanis tek siralanis kabul edilir. Ama,

d C b
OO0
b b d
C d b
d C C

seklinde siralanislar farklidir. Buna gore 4 elemanin 6 siralanisi vardir. Bu sirala-
nis dairesel permiitasyon formiilii ile yaparsak,
(4-1)!=3=6

yine ayni 6 elde ederiz.
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Ornek: 6 Kimya miihendisi bir yuvarlak masa etrafinda yaptiklari toplan-
tida kac farkl sekilde oturabilirler.

Coziim: Once bir kimya miihendisini sabit bir yere yerlestirelim. Geriye ka-
lan sahislar bu muhendisin etraflarinda (n—1)! farkh bicimde yerleseceklerinden
(n—-1)!=(6-1)!=5=120
sekilde oturabilirler.

Ornek: Anne, baba ve 5 ¢ocuk meydana gelen bir aile yuvarlak bir masa
etrafinda oturacaklardir.

a) Kac degisik sekilde oturabileceklerini,

b) En kiiciik ¢cocuk anne ve babanin ortasinda olmak {izere kac¢ degisik se-
kilde oturabileceklerini

c) Anne ve baba yan yana gelmemek sartiyla kag¢ degisik sekilde oturabile-
ceklerini bulalim.

Cozum: a) 7 kisilik bir aile yuvarlak bir masa etrafinda hi¢bir sart aramak-
sizin,

(n—1)!=(7-1)!=6!=720
degisik sekilde oturabilir.

b) En kiiciik ¢ocuk anne ve babanin ortasinda olacagina gore, anne, baba
ve en kiiciik ¢ocuk bir eleman olarak diisiiniiliirse geriye kalan 4 ¢ocuk ile 5 ele-
man olarak bulunur. Bu 5 eleman yuvarlak bir masa etrafinda,

(m-D!=(5-1)!=41=24
degisik bicimindedirler. Ayrica anne ve baba kendi aralarinda yer degistirebile-
ceklerinden 2! =2 sekilde yer degistirebilirler. Buna gore,

(5-1)1.21=24.2=48
degisik sekilde oturabilirler.

c) Once anne ve babanin yan yana oldugu oturuglarin sayisim bulalm. An-
ne ve baba bir eleman oldugu diisiiniiliirse, geriye bir yuvarlak masa etrafinda
(6—1)!=5!=120 degisik sekilde oturabilirler. Ayrica anne ve baba kendi aralarin-

da 2! = 2 farkh yer degistirebilirler. Buna gére anne ve babanin yan yana oldugu
120.2 =240 bigimde farkli oturabilirler.

Diger taraftan bu ailenin yuvarlak masa etrafinda tiim farkli oturuslarinin
sayist (7-1)!=6!=720 kadardir. Buna gore anne ve babanin yan yana olmadig

oturuslarin sayisi,
720-240 =480
kadardur.
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Ornek: 4 Matematik, 3 Fizik, 2 Kimya 6gretmenlerinin bir yuvarlak masa
etrafinda, ayni branstan olan 6gretmenler yan yana olmak sartiyla kac degisik se-
kilde oturabilirler.

Cozuim: 3 farkli brans s6z konusudur. Her brans bir kategori olarak alinir-
sa, (3—1)!=2' dir. Ayrica her brangtaki 6gretmenlerde kendi aralarinda yer degi-

seceklerinden,
Matematik O6gretmenleri P(4,4) = 4!
Fizik 6gretmenleri P(3,3) = 3!
Kimya 6gretmenleri P(2,2) = 2!
dir. Buna gore ayni branstan olan 6gretmenler yan yana olmak sartiyla,
21.41.31.21=576
farkl sekilde oturabilirler.

Ornek: 4 avukat 4 hakim bir yuvarlak masa etrafinda aralarinda her brans
kendi aralarinda diger brans oturmak sartiyla kac farkli sekilde oturabilirler.

OO

O

Coziim: Once 4 avukat yuvarlak masa etrafinda
(4-1)!=3!
degisik sekilde oturabilirler. Hakimler de avukatlarin arasinda kalan 4 yere 4! de-
gisik sekilde oturabilirler. Buna gore, 4 avukat ile 4 hakim bir yuvarlak masa etra-
finda herhangi iki avukatin arasinda bir hakim olmak sartiyla,
314! = 144
degisik sekilde oturabilirler.

4.6. Teorem: n elemanl bir A kiimesinin tersine cevrilebilir dairesel per-
miitasyon varsa bu permiitasyon sayisl,
P(n-1,n-1) (n-1)!
2 2

kadardir.

Ispat: Sonlu n elemanh bir kiimenin elemanlar1 bir dairesel permiitasyon
say1sl,
P(n-1,n-1)=(n-1)!
kadar oldugunu biliyoruz. Eger dairesel siralanisi tersine g¢evrilebiliyorlarsa aym
tiir siralanis sayis1 2 katina ¢ikacaktir. Su halde bu durumda n elemanh bir kiime-
nin permiitasyon sayisi,
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P(n-1,n-1) (n-1)!
2 2

kadardir.

Ornek: Yuvarlar bir anahtarlikta 8 tane anahtar kac farkli sekilde sirala-
nabilirler.

Coztim: n = 8 oldugundan,
P(n-1,n-1) (n-1)! (8-1)!
2 2
sekilde farkl siralanabilirler.

=2520

PERMUTASYONLA EN KISA YOLU BULMA

4.7. Teorem:
m tane

I

________

n tane

g
Sekildeki gibi bir tarafi m kenarli yol diger tarafi n kenarli yol olan bir bolgede A
dan B ye gitmek isteyen sahis en Kisa,
(m+n)!
m!.n!
farkl sekilde gidebilir.

Ispat: A dan B ye m ve n tane farkh yol varsa, A dan B ye (m+n)! tane yol

secilebilir. Ama yollar sekildeki gibi ise ml.n! tane yol tekrar kullanilacagindan bu
yol sayisi cikarilmalidir. O halde A dan B ye gitmek isteyen sahis en kisa,
(m+n)!
m!.n!

farkh sekilde gidebilir.

Ornek:
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A dan hareket eden bir sahis B noktasina gitmek icin bir kenar1 4 sokakli diger
kenar1 3 sokakli olan sokaklardan ge¢melidir. A dan B ye en fazla kag farklh sekilde
gidebilir.

Coziim: (4+3)!
Co43

=35 farkh sekilde gidebilir.



