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1. BOLUM
KUMELER CEBIRI

KUMELER AiLESI

A A,, -+, A, kiimelerim goz 6ntine alalm. Bunlarin birlesimi ve arake-
sitleri sirasiyla

A UA,U - UA, = A,
k=1
ve
A, NA,N - NA, :ﬂAk
k=1

ile gosterilir.

1.1. Tanim: A, A,, -+, A, kiimelerinin birlesim kiimesi
JA, = {x:1 <k <n,3 kigin x € A}
k=1

seklindedir.

1.2. Tanim: A ,A,,.., A, kiimelerinin arakesit kiimesi

A, = {x:1 <k <n,Vkicin x € A}
k=1

seklindedir.

1.1. Teorem (De’Morgan Kurali): Kiimelerin birlesimlerinin ve arake-
sitlerinin tiimleyeni,

t t
[UAk] =(A. ve (ﬂAkj = JA,
k=1 k=1 k=1 k=1
bicimindedir.

Bu teoremin De’Morgan kurali uygulanacagindan ispati okuyucuya bi-
rakilmistir.
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1.3. Tanim: A, A,,---, A, kimelerinin {A;,A,,---,A,} kiimesine kiime-
ler ailesi denir. Bu aile,
{Aidker1,2,-n)
biciminde de yazilir. {1,2,---,n} kiimesine damgalayan kiime, A, ye de k ile
damgalanmis kiime, k'ye de A, 'nin damgasi denir. Damgalayan kiime N dogal
sayllar kiimesi ise kiimeler ailesi {A;};cy biciminde gosterilir. Damgalayan
kiime herhangi bir D kiimesi ise kiimeler ailesi {A; },cp biciminde yazilr.

1.1. Not: Kiimeler ailesi {A, },., biciminde verilmis ise bu ailenin birle-
simi ve arakesiti karsilikh olarak,
UAk ={x:3dkeD,xeA,}
keD

[)A.={x:VkeD,xeA}
keD
biciminde gosterilmelidir.

: A = {1,2,3,4,5}
A, ={1,2,3,4,5,6}
A, = {1,2,3,4,5,6,7}

A{1,2,3,...,n}
kiimeleri verildigine gore;
a) AcNA;NA, N ---NA, kiimesini bulunuz.
b) A UA, U A, U--U A, kiimesini bulunuz.

Cozum: Verilen kiimeler incelendiginde, A; € A, € A, C --- € A oldu-
gu gorilir. Buna gore;

a) AsNAGNA,N---NA, = A

b) A UA,UA, U---UA, = A,

dir.
Ornek: N1={1, 2, 3, 4,..}
N2={2,3,4,5, ..}
N3={3,4,5,6

olduguna gore, UNk kiimesini belirtiniz.
keNy
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Cozim: Verilen kimeler incelendiginde, N; > N, D N; D --- oldugu

hemen goriiliir. Buna gore, UNk = N, dir.
keNy

1.2. Teorem: (A,) bir X kiimesinin alt kiimelerinin bir dizisi olsun.
E, = & olmak tlizere

En =UAk ’ 1:n = An \ En—l
k=1

seklinde tanimlanan (E,) ve (F,) dizileri veriliyor.

(a) (E,) dizisi artan dizidir
(b) (F,)) dizisi ayrik dizidir

(c) OEH =CJFn = OAH
n=1 n=1 n=1

dir.

Ispat: a) Her n icin;

n+1

Epyr = UAk
k=1

= UAk UApiq
k=1
=E, UAy,,
oldugundan E, c E, ., yazilir ki, bu (E,) dizisinin artan dizi oldugunu goste-
rir.

b) m,n € N,(m # n) olmak iizere F, N F,, = & oldugunu gostermeliyiz.
iki durum s6z konusudur.

i) m > n olsun. Budurumda m — 1 = n olur.

Fn = An \ En—l’ Fm = Am \ Em—l
oldugu dikkate alinirsa

n-1 t m-1 t
anFm={Ann(UAk”n{Amn(UAk)}

k=1 k=1

n-1 m-1
=<Ann ﬂA{()n(Amn ﬂAi)

k=1 k=1

n-1 n-1 m-1
=<Ann ﬂAL)n(AmnﬂA; NnAL N ﬂA@)

k=1 k=1

k=n+1
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=

ii) n > molsun.Budurumdan -1 >m > m — 1 olur.

Fo Fyy = {An n (QAk )t} " {Am " <QAk >t}

n-1 m-1
<An N ﬂA;> n (Am N ﬂAL)

k=1 k=1
(

m

n ﬂlA; nAL N HAL)n(AmnnﬂlA;>
k=1

k=1 k=m+1

A

%)
bulunur.

o U (0]

=A,U(AJUA,)U(A;UA, UA;)
:UAk
k=1

bulunur.

UF, =JeA,\E, 1)

= (A;\ Ep)u (Az \ E1) U A3\ Ey)U -
=A, U, \A)DU[A;\(A;UA)]U -
(A1 U Az) U [A3 \ (A1 U Az)] U---

= (AjUA,UA;)U -

=

bulunur.

1.3. Teorem: (4;);c; T kiimesinin alt kiimeler ailesi olsun.

) JT-4)=T-Na,

iel iel

i) ((T-A)=T-JA,

iel iel
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Ispat: i) er(T—Ai) olsun. En az bir i € I icin x € T — A; dir. Boyle en az
iel
bir i € I icin x € A; dir. O zaman Vi € |, x € A; dir. Dolayisiyla x gﬂAi dir. Sonug
iel
olarak XET—mAi elde ederiz. Yani U(T_Ai)CT_ﬂAi dir.

iel iel iel

Tersine, XET_mAi alalim. O zaman bir i € I vardir dyleki bu i €I igin
iel
x & A; dir. Dolayisiyla bir i € I i¢in x € T — A; dir. O zaman er(T—Ai) dir. Yani
iel
T—("A, =| J(T-A,) dir. Sonug olarak | J(T-A,)=T—()4, dir.

iel iel iel iel

Benzer sekilde (ii) ispatlanir.

1.4. Teorem: f: R — R olsun. Her i € N i¢cin ve A; c R olmak tizere,

i) f(CJAiJ = CJf(AJ
ii) f‘l(ﬁ Aij c ﬁf‘l(Ai)

iii) f((f~*(B)) =B\ f!(B),BcR
dir.

Ispat: i) ye f[UAij =y=f(x) olacak sekilde bir xe UAi vardir.
i=1 i=1
Buradan,

XeUAi=> Angox €A,
i=1

= f(x) € f(A,,)
- f(x)eCJf(Ai)

esitliginden f{UAi] <| Jf(A)) dir. Tersine,

i=1 i=1

yelJf(A)= 3 nssx € f(A, )
i=1

>y =f(x),Ix € Ap,



www.matematikl.com 6

0
:>erAi
i=1

= f(x)e f[[] AiJ

i=1

esitliginden Uf(Ai)C{UAiJ dir.

i=1 i=1

Bu iki alt kiime bagintisindan f(UAiJZUf(Ai) esitligi elde edilir.

i=1 i=1

ii) Kolayca goriilecegi gibi

ye f(ﬂAij = y € f(x) olacak sekilde xeﬂAi vardir.
i=1 i=1
=>xXx€EA,VIEN
= f(x) € f(A;),Vie N

= f(x)e ﬁf(Ai)

i=1

:fl(ﬁAi]cﬁfl(Ai)

dir.

Bu esitsizligin tersi yoktur. Tersinin saglanmadigini gostermek icin bir
ornek vermek yeterlidir. Bunun icin f: R - R fonksiyonu f(x) = x? seklinde
verilmis olsun. A, ={-1,0}ve A, ={0,1} diyelim. A, NA, = {0} olup
f(A; N A,) = f({0}) = {0} dir. Oysa,

f(A,) = f({=1,0]) = {0,1} ve f(A,) = f({0,1}) = {0,1}
dir. Buna gore, f(A;) N f(A,) = {0,1} olup f(A; N A,) c f(A,) n f(A,) dir. Bu
sonu¢ da, esitligin saglanmadigin1 gostermek icin yeterlidir. Sonug¢ olarak
f(A, N A,)) # f(A,) n f(A,) dir.

iii) B € R olsun. Bu durumda,

y € f(f~1(B)) = y € f(x) olacak sekilde x € f~1(B),x € R vardur.
=>f(x)eEBx€ER
=y € BN f(R)
= f(f~1(B) € BN f(R)

dir. Diger taraftan,

y €EEBNf(R)=y€ Bvey € f(R)
=>3Ix€ER >y =f(x) vef(x) €B,x € f1(B)
=y =f(x) € f(f~'(B))
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= B nf(R) c f(f1(B))
lup, bu iki altkiime bagintisindan B N f(R) = f(f~1(B)) esitligi elde edilir.

1.5. Teorem: f: R -» R olsun. Her i € N icin ve B; c R olmak lizere;

i) f{OBij = Of’l(Bi)
i) f‘l(ﬁ BiJ = ﬁf‘l(Bi)

i) f"*(A\ B) = f~1(A)\ f1(B),A,Bc R
dir.

Ispat: i) Herx € Aicinx E Bise Ac B veherx € Bicinx € Aise Bc A
dir. Bu iki altkiime bagintis1 da gecerli ise A = B dir. Buradan,

Xe f‘l(Oan:f(x)e OBH
n=1 n=1

= 3 n,>f(x) € By,
>x €f71(B, )
=xel JF(8)
i=1
oldugundan f‘{UBichf‘l(Bi) elde edilir. Benzer sekilde,
i=1 i=1
xelJ'(B)=3nyox €f'(B, )

i=1
= f(x) € By,

=f(x)e CJBi
i=1

:xef‘l(OBi]

i=1

olup Uf‘l(Bi)c f_l[UBij dir. Bu iki alt kiime bagintisindan da,

i=1 i=1

fl(CJBij = Ofﬁl(Bi)

esitligi elde edilmis olur. Bu da ispatin (i) kismini tamamlar.

ii) Benzer sekilde,
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xef‘l[ﬁBij:f(x)eﬁBi

i=1 i=1
= f(x) € B, Vi
= x € f~1(B,), Vi

=xe|f'(B)
i=1

oldugundan fl[ﬂBijcﬂfl(Bi) alt kiime bagintisi elde edilir. Diger taraftan,

i=1 i=1

xe[)f'(B,)=x € f71(B)),Vi
i=1

= f(x) € B, Vi
=f(x)e[ |B;

i=1
=xef? ~ B,
)
i=1

esitliginden ﬂfl(Bi)cf{ﬂBiJ alt kiime bagntis1 elde edilir. Bu iki alt kiime
i=1

i=1

bagintisindan f‘l(ﬂBiJ:ﬂf‘l(Bi) esitligi elde edilmis olur.

i=1 i=1

iii) Oncelikle f~1(BY) = [f~1(B)]*oldugunu gésterelim.
x €Ef"1Y(BY @ x ¢ f1(B)
< f(x)¢€ B
& f(x) € Bt
o xef 1 (BY
onermesinden agiktir. Buradan da,
f~1(A\B) = f"1(AnBY
=f"1(A) nf~1(BY)
=f"1(A) n f~1(B)"
=f"1(A)\ f1(B)
bulunur.

KUMELER DiZiSI KAVRAMI
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1.4. Tanim: Deger kiimesi “kiimelerden” olusan dizilere kiimeler dizisi
denir. A bir kiime olmak tizere;

A;:N* > B
fonksiyonlar1 bir kiime dizisidir.

v 11
Ornek: Genel terimi Ay ={1,§,§,"',
terimini bulunuz.

om0, = (1{14). .22} (1384 2 11

Ornek: Genel terimi A, = {1, 2,3, -, n} olan kiime dizisinde;

UA U {1,2,3,..,n}={1}u{1,2}u{1,2,3}u-- =N

ve

ﬁAn = ﬁ{1,2, 3,..n}j={1}n{1,2}n{1,2,3} n-- = {1}

n=1

dir.
iC ICE ARALIKLAR DiZisi

1.5. Tanim: I, n dogal sayisina bagl, bir reel (gergel) sayilar araligini
gostersin. Her n € Z* icin,
) I,,,cl,
i) limll, |_

n—oo

oluyorsa (I,) dizisine i¢ ice araliklar dizisi denir. Burada [I,], I, araliginin
uzunlugudur.

Ornek: Genel terimi A, = [1—%; 1+%] olan kiime dizisinin ilk 5
terimini bulunuz.

Cbzum’An:([O;Z]'[%‘%]'[g ] [4“4' |5 )
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Ornek: I, = [O ; %] aralig1 icin (I,) dizisinin i¢ ice araliklar dizisi midir?

Coziim: Bu dizi [, = [0;1], 1, = [0;%], I; = [0;%], o Iy = [O;%] biciminde-

dir. Bu dizinin 6zelliklerini incelersek, her n € N* icin,

1 1
i) ) < o oldugundan I, , c I, dir.

1
n

= lim|—
n—o0

1og-
n

ii) 11m|l |— lim =0

n—oo

oldugundan (I,) dizisinin i¢ ice araliklar dizisidir.

Ornek: I, = [nn;l %] arahg icin (I,) dizisinin i¢ ice aralhklar dizisi
midir?

Coziim: Bu dizi I, = [0;2], [, = [%,%] I; = [ ] [n 1 n+1] bi-
cimindedir. Bu dizinin 6zelliklerini incelersek, her n € N* icin,

n—1 n+1 n+2
I, = n ’ n ]Ve Int1 = [n+1 n+1]
1Vdn—l n n+1 n+2 ldusundan 1 Ld
olacagindan > ve < oldugundan c ir.
& n n+1 n n+1 & n+l = n
ii) 11m|l |—11 Dl W\ —1 =limz =0
n-—oo n—>o0| n n n—»oo n

oldugundan (I,) dizisinin i¢ ice araliklar dizisidir.

Ornek: I, = (O ;n — %) arahg icin (1)) dizisinin i¢ ice aralklar dizisi mi-
dir?

Cozim: Her n € N* icin,

(0;(n+ 1)—%) Z(O;n—%)
oldugu kiiciik bir islemle goriiliir. Buna gore I,,; ¢ I, dir. Su halde (1)) dizisi-

nin i¢ ice araliklar dizisi degildir.

Ornek: Her n € N* icin, S, = (— % - %) dizisini alalim.
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n=1 n=1 n n
= 2 11
(5= a2

KUMELER DIiZiLERINDE LiMIiT

Reel say1 dizilerindeki kavramlardan biraz farkli olarak kiime
dizilerinin limiti tanimlanir. Kiime dizilerinde biytklik ve kugiklik gibi
kavramlar tanimlh olmadig1 i¢in alt kiime kavrami kullanilir. (A,) kiime
dizisini kapsayan bir ¢ok alt kiime bulunabilir. O zaman, (A,,) dizisini kapsayan
alt kiimelerden her biri (A,) dizisi i¢in bir st siir olarak alinabilir. Benzer
sekilde (A,) kiime dizisi i¢in alt sinirlar da yazilabilir.

S'nin alt kiimelerinden olusan bir dizi (A,) olsun. Acik¢a goriilecegi gibi

biitiin n € N ler igin [)A, cA, dir. Buna gore (")A, kimeleri her n igin (A,)
k=n k=n
dizisinin bir alt smir1 olarak alinabilir. Bu alt sinirlarin en biiyiigii olarak bu

kiimelerin birlesimi alinabilir. Benzer sekilde, n €N icin AncﬂAk
k=n

oldugundan UAk kiimeleri A, dizisi i¢in bir st sinirdir. Bu st sinirlarin en
k=n
kiiciigii de bu kiimelerin arakesiti olur.

1.6. Tanim: Bir (A,) kiime dizisinde;
iljgosupAn = .PL?OA“ = ,QkL:JnAk
ise (A,) kiime dizisinin limit supremumu,
liminfA, =limA, = A
n—oo r:o QQ k
ise (A,) kiime dizisinin limit infimumu denir. Buradaki en biiyiik alt sinir ve en
kiiciik tist sinir igin,
liminfA =limA_ =UﬂAk ={w € S:An,icinw€ A, ,n>n,
noe n— n=1k=n

ve
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limsupA, =limA,_ = (A, ={w € S:Sonsuz cokluktan n igin w € A}

N n=1k=n

ifadeleri de kullanilabilir. limsupA, i¢in bazen

n—oo

limsupA ={w€ Ssw€ A ,io.}

n—oo

ifadesi de kullanilir.

1.7. Tanmm: Bir (A,) kime dizisinin limit infimumu ile limit
supremumu esit ise, (A,,) dizisinin limiti vardir denir.

Bu tanima gore, liminfA, =limsupA, ise, (A,) dizisi yakinsak ve

n—oo n—oo

limA, =A dir denir. Diger taraftan,

n—oo

welimiann:we[jﬁAk

n—o
n=1k=n

0
=dn,icinwe ﬂAk
k=n,

=>weA, k=n,,n,+1,n,+2,.

0
=>we LJAk,hern0

k=n,

=>we ﬁ OAk zrlli_gl()supAn

ny+1k=n,
oldugundan liminf A, climsupA, dir.
n—oo n—oo

Ornek: A, ={1,2,3,---,n} olarak verilen (A,) kiime dizisinin limiti
varsa bulalim. Bunun i¢in dizinin limit infimumu ile limit supremumunun
hesaplanmasi gerekir. Once, (A,) artan bir dizi (Her n igin A, Cc A, ,,)

oldugundan ﬂAszn dir. Buradan, dizinin limit infimumu
k=n

liminf A, :OﬁAk =CJAn =N
n—o o1

n=1k=n

dir. Benzer sekilde (A,) artan oldugundan, UAn:N olup dizinin limit

n=1

supremumu da

AESUDA“ :(]LJAk :QAn =N

n=1k=n
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dir. liminf A, =limsupA, =N olup (A,)) dizisinin limiti vardir ve limA,A = N dir.

n—oo n—oo n—oo

Ornek: A, ={n,n+1,n+2,--} olsun. limsupA, ve liminfA_ ni
bulunuz.

Cozim:
limsupAn=ﬁ0Ak:ﬁO{k,kJrl,kJrZ,...}:ﬁ{n,n+1,n+2,...}:®
N n=1k=n n=1k=n n=1

liminf A UﬂAk_Uﬂ{k k+1,k+2,.} = U{} %)

= n=1k=n n=1k=n

olur. O halde
limA, =0
dir. //

Artan ya da azalan kiime dizisinin limitini bulmak icin kullanilabilir.

1.6. Teorem: (A,) artan (Her n icin A, € A,,,) ya da azalan
(Her nicin A,,; € A,) kiimelerin bir dizisi ise limiti vardir ve

i) (A,) artan kiime dizisi ise lim A, UA

n—oo
n=1

ii) (A,) azalan kiime dizisi ise limA ﬂA

n—oo

n=1
dir.
Ispat: i) Once (A,) artan kime dizisi ise [)A,=A, olup dizinin limiti
k=n
infimumu,
liminf A, UﬂAk_UA
n=e n=1k=n

Simdi, dizinin limit supremumunu bulallm. Bunun i¢in (A,) artan
oldugunda,

limsupA, = ﬂ LJAk = ﬂAn
e n=1k=n n=1
oldugunu gostermek istiyoruz. Eger

ﬂUA CUA ve UA cﬂUA

n=1k=n n=1k=n
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her iki kapsama bagintisida gergeklesirse, dizinin limit supremumu bulunmus
olur. Once,

xeﬂUA = Vne Nicin erA

n=1k-n -
:erAn
oldugundan "~
ﬂlkUA CUA (1)

elde edilir. Diger taraftan, erAn =xeA, olacak sekilde bir n, dogal sayisi
n=1

vardir. (A,) dizisi artan ise her k€ N i¢in xeA dir. Dolaysi ile, her k € N

ny+k

icin

XEUAn Wk =>XE ﬂ UA

ny=1k=n,

dir. Buradan

Us = Un. @

n=1k=n
bulunur. (1) ve (2) den artan (A,) dizisi igin

NUa=Ua,
n=1k=n n=1
elde edilir. Buna gore (A,) dizisinin limit supremumu

limsupA, ﬂUAk = UA

n—
* n=1k=n

dir. Buradan

limsupA, =liminfA, = LJAn

n—oo n—o0
oldugundan

tm 4, = U,
bulunur.

ii) Simdi (A,) azalan kiime dizisi (Her n icin A,,; € A,) olsun. (A,)
azalan ise (A,)" dizisi artan olup limiti vardir. Buradan, (i) deki sonug
kullanildiginda, Atn artan kiime dizisi igin
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liminf A} = UﬂA —llmsupAt ﬂUAt—UAt

n=1k=n n=1k=n

olup limA! = UAt dir. Diger taraftan,

n—oo

n=1
(hmlant) —(UﬂAtj :ﬁCJAf{ ==limsupA;
n=1k=n n=1Kk=n =
(limsupA;)’ =(ﬁ0ALJ UﬂAt =lim inf A}
o n=1k=n n=1k=n o

esitlikleri yazilir. Buradan da, (A,) dizisinin limiti i¢in alt ve Ust limitler

liminf A, UﬂAk_(ﬂUAt] (ﬂlmsupA)[ (IQA;I:@AH

n=1k=n n=1k=n
o 0 t © t 0
limsupA, = (]LJAk :(UﬂAi] :Qim ian;) :[UA;J :ﬂAn
e n=1k=n n=1k=n - n=1 n=1

seklinde hesaplanmistir. Dolaylsl ile

liminf A, =limsupA, ﬂA

n— n—»o
n=1

oldugundan dizinin limiti vardir ve

limA, ﬂA
n—oo n=1
dir.
SAYILABILIR KUMELER

15

Kiimeler konusunda 2.8. tanimda denk kiimeler “Eleman sayilar1 esit
olan kiimeler” olarak tanimlamistik. Bu hatirlatmadan sonra su aksiyomu

vermek gerekir.

1.1. Aksiyom: A ve B kiimeleri verilmis olsun. A’dan B’ye 1-1 ve orten

bir fonksiyon tanimlanabiliyorsa A kiimesi B kiimesine denktir.

Ornek: Dogal sayilar kiimesi olan N = {0, 1,2,3,--,n, -+ } ile cift sayilar

kiimesi olan C = {2n : n € N} kiimesi denk kiimelerdir.
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Cozim: N'den C’ye f(n) = 2n olacak bicimde tanimlanan f: N — C fonk-
siyonu, 1-1 ve 6rten fonksiyondur. Ciinkii her m,n € N igin,
f(m)=f(n)>2m=2n=>m=n
oldugundan f fonksiyonu 1-1 dir. Ayrica, 2n € C iken n € N oldugundan f fonk-
siyonu érten bir fonksiyondur. Oyleyse N dogal sayilar kiimesi C cift sayilar
kiimesine denktir.

1.8. Tanim: Bir A kiimesi, N dogal sayilar kiimesinin herhangi bir alt
kiimesine denkise, A kiimesine sayilabilir kiime denir. A = N ise, A’ya sayilabi-
lir sonsuz kiime denir. Aksi takdirde sayllamayan sonsuz kiime denir.

Ornek: Dogal sayilar kiimesi N = N oldugundan sayilabilir sonsuz bir
kiimedir. Benzer sekilde tek sayilar, ¢ift sayilar ve asal sayilar da sayilabilir
sonsuz kiimelerdir, neden oldugu okuyucuya birakilmistir.

Ornek: Q Rasyonel sayilar kiimesi olan sayilabilir sonsuz kiimedir.

Cozim: Rasyonel sayilar kiimesini

111 1
1 /2 /3 )
i
1/2 /3 n
3/3/3 3
1 2 3 n
M M
1 2 3 n

biciminde olusturmaya calisalim. Bu kiimede tekrar eden elemanlar bir defa
1,11

yazilmak lizere
_ 3
Q_{1; §I2’§I3IZI Er'”}
seklinde yazilabilir. Bu yazim tek nokta kiimesi olup, dogal sayilarla 1-1 ve
orten olacak sekilde eslesebilir. Su halde Q rasyonel sayilar kiimesi sayilabilir

sonsuz bir kimedir.

2
3’
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Ornek: (0, 1) araligindaki reel (gercel) sayilar kiimesi sayllamayan
sonsuz kiimedir.

Coziim: Once (0, 1) arah@inda sonsuz sayida reel (gercel) say1 oldugunu

gosterelim. {L: ne N} kiimesini diisiinelim. Burada,

n+1
1 1\
e {rpin €N} = Nof(5g) =n
olacak bicimde 1-1 ve érten fonksiyonu tanimlanabilir. Oyleyse, {ﬁ n € N}
kiimesi sayilabilir sonsuz kiimedir. {n-l-Ll:n € N} c (0,1) oldugundan, (0, 1)

aralig1 da sonsuz kiimedir.

Her reel saymin, sonsuz ondalik bir agilimi vardir. Grnegin,

1
0,4 =0,3999--; 3= 0,333--+; m=3,14159---; 0,21 =0,21000---

gibi. (0, 1) araligindaki Si reel sayisinin sonsuz ondalik a¢ilimyi,
S; = 0,a5;a5,aj3 8, ,(1=1,2,3,-)

olsun. Burada, a;;a;,a;3 ---a;, = sayilary, {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} kiimesinin
elemanlaridir. Bu diisiinceden hareket ederek

S; =0,a5a 583y,

S; = 0,215,835 *+ay,

S3 = 0,23 23,833 *"ag, "

Sn =0, dp1dp28p3 " dpp Tt

tablosundaki biittin sayilarin ya da {S,,S,,Ss,*-,S,,,-** } kimesinin, (0, 1) arali-
gindaki reel sayilan gésterdigim varsayalim. Ote yandan,

0, a; # 0
1, a;=0
olmak tzere, t = 0,b;b,b;--- b, - reel sayisii olusturalm. t € (0,1) dir. Fa-
lfat, bu saymin kurulus diizeninden, t & {S,;,S,,S;,---,S,,,--} oldugu anlagsilr.
Oyleyse,

(0,1) #{S;,S,, S5+, S, }
dir. Bagka bir deyisle, (0, 1) araligindaki reel sayilar sayillamaz.

HeriENiginbi={

1.2. Not: R reel sayilar kiimesi sayillamaz.
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1.3. Not:

i) Sayilabilir kiimenin alt kiimesi de sayilabilirdir.

ii) Sayilabilir kiimelerin sayilabilir ¢arpimi da sayilabilirdir.
iii) Sayilabilir kiimelerin sayilabilir birlesimi sayilabilirdir.

SECME AKSIYOMU

1.9. Tanim: {Si}i€I bostan farkli kiimeler ailesi olsun. Her bir i € I i¢in
f(i) € S; olacak sekilde f :I—)USi fonksiyonu vardir. Bu fonksiyona se¢cme aksi-

iel

yomu ad verilir.

Baginti konusunda tanimlanan iyi siralama prensibi ile Zorn’s lemma kul-
lanilarak asagidaki teoremleri ispatlanir.

1.7. Teorem:
a) lyi Siralama Prensibi secme aksiyomunu gerektirir.

b) Zorn’s Lemmasi, segme aksiyomunu gerektirir.

CANTOR KUMESI

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor
03 Mart 1845, St. Petersburg, Rusya - 06 Ocak 1918, Halle, Almanya

o = [0,1] yazalm. So dan ortadaki tl¢te bir agik araligi ¢ikaralim. S1
1
kiimesi her biri 3 uzunluga sahip iki kapali araliktan olugsmaktadir.

e, =100 (32)= o 4Ju 1

dir. Slmdl S1 deki iki araligin her birinin tlg¢te bir agik araligini ¢ikaralim.

. =[ogu[5.5]v[55]v[51]
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olur. Benzer sekilde devam ederek, Cn-1 dekiher bir kapal araliktan tigte bir
acik araliklar ¢cikartarak Cn kiimesini olusturalim.

1.9. Tanim: Yukarida tanimlanan C, kiimeleri olmak tlizere;

c=c,
n=1

denklemine Cantor kiimesi denir.

Ci i
O 1
Cop—s —y
0 1/3 2/3 1
3 b—— L —
0 1/92/9 1/3 2/3 7/9 8/9 1

Cantor kiimesi

Her bir Cn kapali ve simirli oldugunu dolayisiyla kompakt oldugunu goé-
ruyoruz (Kompaktlik topoloji biliminde genis sekilde izah edilecektir. Burada
kapali ve siirli kiimeler olarak izah edelim.) Dolayisiyla bos olmayan kom-
pakt reel say1 kiimelerinin i¢ ice kiime dizisinin arakesiti bos olmayan bir kii-
me olacagindan dolay1 C# &  dir. Kapallarin herhangi bir kesisimi kapali
olacagindan dolay1 C Cantor kiimesi kapaldir ve ayrica siirhdir. Kapah ve
sinirli her kiime kompakt oldugundan C Cantor kiimesi kompakttir.

1.8. Teorem: Cantor Kiimesi sayilanilir sonsuz kiimedir.

Ispat: Cantor kiimesinin her bir elemanina terimleri 0 ve 1 lerden mey-

dana gelen bir diziyi esleyebiliriz. Herhangi bir xeC:ﬂCn alalim. x sayisina

n=1

terimleri 0 ile 1’'lerden olusan sonsuz bir dizi esleyecegiz. xeﬂcn dir. Her
n=1
n € Nicin x € C,, dir. x € C; dir. Eger x sayis1 C1 in sol yarisinda ise dizinin bi-
rinci terimi 0 olsun eger x sayisi C1 kiimesinin sag yarisinda ise dizinin birinci
terimi 1 olsun. x € C, dir. Bu takdirde eger dizimizin birinci terimi ilk adimda
0 olarak alindiysa x sayis1 C2 kiimesinin sol yaris1 C21 de ve eger dizimizin bi-
rinci terimi ilk adimda 1 olarak alindiysa x sayisi C2 kiimesinin sag yarisi Cz22
dedir. Bu durumlardan hangi durum olursa olsun bu yarim uzunlugu 3-2 olan
iki araliktan ibarettir. Eger x sayis1 bu iki araliktan ¢ogunun solunda ise dizinin
ikinci terimini O olarak alalim aksi takdirde 1 alalim. Bu sekilde devam ederek
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biitiin terimleri O ile 1’lerden meydana gelen bir dizi elde ederiz. x sayisini bu
diziye esleyelim. C’'nin her bir elemanini bu sekilde bir diziye esleyebiliriz. Bii-
tliin terimleri O ile 1’lerden meydana gelen tiim dizilerin kiimesi sonsuz ele-
manl oldugundan C Cantor kiimesi sayilabilir sonsuz kiimedir.

1.3. Not: Cantor kiimesinin yigilma (limit) noktalar1 kiimesinin yine
Cantor kiimesindedir.

1.9. Tanim: Eger reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesi kapal ve her
noktasi kendisinin yigilma noktasi ise miikemmel kiime denir. Bu tanima gore
miikemmel kiimenin ayrilmis noktas: yoktur. Ornegin [0,1] aralig kapal ve
her bir noktas1 yigilma noktasi oldugundan miikkemmeldir.

1.9. Teorem: Cantor kiimesi mikemmeldir.

Ispat: Cantor kiimesi kapal kiimelerin arakesiti oldugundan ve kapali-
larin her hangi toplulugun arakesiti kapal oldugundan dolayi, Cantor kiimesi
kapali bir kiimedir. Simdi Cantor kiimesinin her noktasinin yigilma noktasi
oldugunu gosterecegiz.

Herhangi bir x € C alalim. x € C, dir. Bu takdirde x sayis1 C1 kiimesini
olusturan iki araliktan birindedir. x sayis1 C1 yi meydana getiren bu araliklar-
dan ait oldugu araligin u¢ noktalarindan en azindan birisinin (belki de her iki-
sinin de) u¢ noktasina esit degildir. Bu esit olmayan u¢ noktaya ai diyelim.
x € C, dir. x sayist C2 kiimesini meydana getiren araliklardan birisindedir. x
sayis1 C2 yi meydana getiren bu araliklardan ait oldugu araligin u¢ noktalarin-
dan en azindan birisinin (belki de her ikisinin de) u¢ noktasina esit degildir.
Bu uc¢ noktaya az diyelim. Boyle devam ederek bir (an) dizisi elde ederiz. Bu
dizinin her bir terimi Cantor kiimesinin elemanidir. Ayrica her n € N icin

|x —a,| < %n dir. O halde x sayisi bu dizinin limitidir, dolayisiyla x sayis1 Can-

tor kiimesinin bir yigilma noktasidir. x sayis1 Cantor kiimesinin rast gele bir
elemani oldugundan Cantor kiimesinin her noktasi yigilma noktasidir. O halde
Cantor kiimesi mikemmeldir.

o—-CEBIRI (SIGMA CEBIiRI)
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1.10. Tanim: X bos olmayan bir kiime, U’da X’'nin bazi alt kiimelerinden
olusan bir kiime olsun. (Yani U, X'nin kuvvet kiimesinin alt kiimesi olsun.
U c P(X), U kiimesi,

i) XeU

ii) HerA€eUicinA' €U

iii) Her AB€ Uicin AUB € U
aksiyomlarini sagliyorsa, U kiimesine cebir denir. U kiimesi iii 6zelliginde ye-
rine;

iii) Her n igin, A, € Uigin | JA, €U

n=1
aksiyomunu saghyorsa, U kiimesine ¢ — cebiri (sigma cebiri) denir. Burada
U’'nun her bir elemanina olay, (X, U) ikilisine de 6lciilebilir uzay denir.

Tanimdan da anlasilacagi gibi her ¢ — cebir ayni zamanda bir cebir
olmasina ragmen tersi dogru degildir. Ancak, 6rnek uzay sonlu elemanl ise

cebir ayni zamanda o — cebirdir.

Omek: X=N, U={J{1,3,5" ,2n—1,-}{0,2,4,---,2n,--- },N}
kiimesi bir ¢ — cebiri oldugunu gosteriniz.

Cozim: i) X =N € U dir.

ii) @'= N,Nt = @&,
{1,3,5, n— 1, } = {o 2, 4 .-,2n,+ }
{0,2,4,- - 3'={1,3,5, -1,-}

iii) Her n i¢in, A, € U i¢in UAneU olur. Su halde U kiimesi ¢ —
n=1
cebiridir.

Ornek: X = {a, b, c,d} olsun.

a) U, ={X,9,{a}, {b,c,d}} kiimesi bir cebir ve c— cebirdir.

b) U, = {X,9,{b},{a,c,d}} kiimesi bir cebir ve c—cebirdir.

C) U. ={X I,{a}, {b},{c}, {d}} kiimesi bir cebir ve c—cebiri degildir.

o—cebiri olmas1 okuyucuya birakilmistir.
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t
Ornek: X = [—1,1], her ni¢in U = {@,(— %,%), (—%,%) ,X} kiimesi bir
c—cebiri oldugunu gosteriniz.

c—cebiri olmasi okuyucuya birakilmistir.

Ornek: Kuvvet kiimesi tanmimdaki ii¢ aksiyomu sagladigindan bir ¢ —
cebiri oldugunu gosteriniz.

Cozim: i) U = P(X) ve X € X oldugundan X € U dur.
ii) A € Uise A € X olup A" € X oldugundan A" € U dur.

iii) n>1 igin A, €U ise her n igcin A, € X ve X evrensel kiime

oldugundan UAn — U dir. Buna gore, UAH eU dir. Oyleyse kuvvet kiimesi bir
n=1 n=1

o— cebirdir.

Ornek: X sonsuz elemanl herhangi bir kiime olmak tizere;
U; = {A c X:ya AyadaA"sonlu elemanl}
olarak tanimlansin. Bu smif bir cebir olmasina ragmen c—cebir degildir. Once
U1 kiimesi cebir oldugunu gosteriniz.

Cozim: i) X sonsoz elemanh ise X' = & olup, & nin eleman sayisi
sonludur. O halde, X € U, dir.

ii) Ae U, ise A ya da At sonlu elemanhdir. A sonlu elemanl ise,
(AH' = A olup A' € U, dir. At sonlu elemanl ise, sonlu elemanli kiimeler U1
kiimesinde olacagindan A' € U, dir.

iii) U1 deki herhangi iki kiime A ve B olsun. Burada ti¢ farkll durum
olabilir:

e Kiimelerin ikisi de sonlu elemanh
e Kiimelerin her ikisinin de tiimleyeni sonlu elemanh
e Kiimelerden birinin kendisi sonlu elemanh digerinin tiimleyeni sonlu
elemanl olabilir.
Her lic durumda da A U B veya (A U B)" sonlu elemanh oldugunun gosterilmesi
gerekir. Simdi bunlar1 ayr1 ayri inceleyelim.
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e A ve B'nin her ikiside sonlu elemanli ise AU B de sonlu elemanhdir.
Kendisi sonlu elemanh kiimeler U1 de oldugundan A UB € U, dir.

e A ve B'nin her ikisinin de tiimleyeli sonlu elemanli ise (AU B)' =A'n
B' de sonlu elemanlidir (sonlu elemanl kiimelerin arakesiti de sonlu
elemanldir). Yani, AU B’nin tiimleyeni sonlu elemanhdir. Tiimleyeni
sonlu elemanh kiimeler U1 de oldugundan A UB € U, dir.

e A sonlu elemanl;, B’nin de tiimleyeni sonlu elemanli olsun. Buna gore,
(AU BYHY'= A' N B de sonlu elemanhdir. Sonlu elemanli bir kiimenin alt
kiimesi de sonlu elemanhdir. Yani, A UB’nin tiimleyeni sonlu
elemanlidir. O halde, A U Bt € U, dir.

Burada tanimlanan U1 kiimesi cebir olma kosullarii sagladigi icin bir cebirdir.
Bu kiime bir cebir olmasma ragmen c—cebir degildir. Bunu gostermek i¢in
tersine bir 6rnek vermek yeterlidir. Ornek uzay dogal sayilar kiimesi (X = N)
olsun. Her n i¢in, A, = {2n} denirse, tek elemanh kiimeler Ui smifindadur,
kendileri sonlu elemanli olmahdir. Bu kiimenin bir c—cebir olabilmesi icin bu
kiimelerin sayilabilir birlesimlerinin de bu kiimede olmasi gerekir. Oysa
sayilabilir birlesim kiimesi ve tiimleyeni

CJAn ={2n} ve (OAnj ={2n-1}

seklinde oldugundan, her iki kiime de sonlu elemanh degildir. O halde,

UAn ¢ U, olup U1 kiimesi bir c—cebir degildir.

n=1

Ornek: X sayllamayan sonsuzlukta elemani olan bir kiime olsun. X’in
bazi alt kiimelerinden olusan bir kiime de
U, = {A € X: ya A ya da A" sayilabilir elemanl}
seklinde tanimlansin. Bu kiime c—cebirin oldugunu gosteriniz.

Cozim: i) X sonsuz elemanh ise X' = olup & nin eleman sayisi
sifirdir. O halde X € U, dir.

ii) A € U, olsun. Buna gore, A ya da At sayilabilir elemanlh kiimelerdir. A
sayllabilir ise, (A")'= A oldugundan A' € U, sayilabilirdir. At sayilabilir ise
At € U, dir.

ii) Bitlin n>1 i¢cin A, € U, olsun. Secilen An'ler tli¢ farklh durumda
olabilir.
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Butiin n’ler icin An’ler sayilabilir olabilir. Bu durumda, sayilabilir

kiimelerin sayilabilir birlesimleri de sayilabilir oldugundan UAn el,
n=1

dir. Diger taraftan, biitliin n’ler i¢in An’lerin tiimleyenleri sayilabilir ise

ﬂA; de sayilabilirdir. Buna gore,

n=1
o0 t 0
U, =N
n=1 n=1

esitliginden | JA, €U, dir.

n=1
Secilen alt kiimelerin bazilarmin kendileri, digerlerinin de tiimleyeni
sayllabilir olabilir. Kendileri sayilabilen olanlar1 Bn, tiimleyenleri
sayllabilenleri de Cn ile gosterelim. Buna gore,

(e {0

olup ﬂ Cjt kiimesi sayilabilirdir. Ayrica,

=1
t
n=1 k=1 =1 =1
oldugundan sayilabilir bir kiimenin her alt kiimesi de sayilabilirdir.

Buradan, UAn kiimesinin tiimleyeni sayilabilir olup UAn eU, dir.

n=1 n=1

Buna gore Uz kiimesi o—cebir bitin aksiyomlarini sagladigindan bir
c—cebirdir.

Ornek: f: U - V olsun. A, V iizerinde bir c—cebiri ise f~1(A) de U

uzerinde c—cebiridir.

Coziim: f~1(A) = {f~1(B):B € U} seklinde olsun. A, V iizerinde bir

o—cebiri ise;

)Y € Aise f~1(Y) = X = f~1(A) dir.

ii) Her B € U icin f(B) = A € V olacak sekilde A kiimesi vardir. A, V

lizerinde bir c—cebiri oldugundan A* € V kiimesi mevcuttur.

f-1(AY) € f~1(V)
f-1(AY) €U
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Bte U

iii) Her n i¢in, B, € U olsun. f(B,) = A, € V olacak sekilde An kiimesi
vardir. Ay, V lizerinde bir c—cebiri oldugundan
LJAn eV
n=1

mevcuttur. Her n i¢in
f‘{U An] ef (V)
n=1
Ut'a,)eu
n=1

GBH el
n=1

olur.

U kiimesi tanimdaki biitiin aksiyomlari sagladigindan bir c—cebirdir.

Ornek: X bos olmayan bir kiime, U da X iizerinde bir c—cebir olsun.
BeU icin,
Uy ={A:A=BnC,:CeU}
seklinde tanimlanan Up kiimesinin B tlizerinde bir c—cebir oldugunu gosteriniz.

Cozim: (i) B € Uve B = BN B oldugundan, B € Ug dir.

(ii) A € Ug ise A = BN C olacak sekilde bir C € U vardir. O halde, A'nin
B’ye gore tiimleyeni (A}) de bu kiimede olmaldr.

A, =BnNn(B\A)=B\A=BnNA"
olup, BN A* € U oldugundan, A € Uy dir.

(iii) Us deki elemanlarin sayilabilir birlesimleri de Ug de olmaldir.
Bunun i¢in n i¢in A, € Ug olsun. O zaman A, = BN C, olacak sekilde C, € U
kiime dizisi vardir. Ayrica,

OAH =O(Ban)=Bm{OCn}:BmC
n=1 n=1 n=1

olarak yazilabildiginden, UAn e U, dir. Dolayisi ile, Up kiimesi, B tizerinde bir
n=1

o—cebirdir.
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1.10. Teorem: X bos olmayan bir kiime, U'da X ilizerinde bir c—cebir
olsun. Buna gore,

) @eu
ii) Hern igin A, € Uise (A, €U

n=1

iii) A,B € Uise A\B=A NB' € U dir.

Ispat: i) U bir o—cebir oldugundan X € U ve U'daki her elemanin
tiimleyeni de U’da olacagindan X' = & € U dur.

ii) U bir o—cebir oldugundan her elemaninin tiimleyeni de U’dadir.
Buna goére her n > 1 i¢in A, € U ise A, € U dir. Yine U bir c—cebir oldugundan

bunlarin sayilabilir birlesimleri de U dadir. Buna gore UA;eU2 dir. Yine,

n=1
o—cebirin tanimindan bu elemanin tiimleyeni de U'nun bir elemanidir.
Buradan da

o o t
NA. :(UA;j eU
n=1 n=1

elde edilir.

iii) A, B € Uigin A, Bt € U olup (ii) den A\B = AN B'€ U dur,

1.11. Teorem: X kiimesi uzerindeki iki c—cebir U1 ve Uz olsun. Bu
durumda U = U; N U, de bir c—cebirdir.

Ispat: o—cebirlerin arakesitlerinden olusan U smifinin bir c—cebir
olabilmesi i¢cin tanimdaki ti¢ aksiyomu saglamasi gerekir.

i) U1 ve Uz birer c—cebir oldugundan X € U; veX € U, olupX € U, N U,
dir.

i) Ae U ise A€ U; ve A€ U, dir. U1 ve Uz birer c—cebir oldugundan
A' € U, ve A' € U, dir. Buna gore A' € U; N U, olup, A* € U dur.
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iii) n > 1 icin A, € U ise arakesitin 6zelliginden her n i¢cin A, € U; ve

A, €U, olup, U1 ve Uz oc-—cebir oldugundan UAneU1 ve UAneU2 dir.

n=1 n=1

Buradan da | JA, €U elde edilir.

n=1

1.12. Teorem: X bir kiime ve U'da X lizerinde bir cebir olsun. Eger
asagidaki iki sarttan biri saglanirsa U cebiri X lizerinde bir c—cebiridir.

a) A cebiri artan dizilerin birlesimi altinda kapalhdir.

b) A cebiri azalan dizilerin kesisimi altinda kapahdir.

Ispat: (a) sart1 dogru olsun. U bir cebir oldugundan U’ya sayilabilir
cokluktaki kiimelerin birlesimlerinin U'ya ait oldugunu gostermemiz
yeterlidir. (Ay), U'ya ait kiimelerin herhangi bir dizisi olsun. Her n igin

B, = UAk diyelim. (B,)) bir artan dizidir. U bir cebir oldugundan herbir n i¢in

k=1

B,, € U dir. Hipotezden LJBn eU dir.

n=1

Diger taraftan
Ua, =Us,
n=1 n=1
olacagindan

OAneU
n=1

dir.

(b) sart1 dogru olsun. (A,), U'daki elemanlarin bir artan dizisi olsun. Bu
takdirde (A}), U'daki kiimelerin bir azalan dizisidir. (b) saglandigindan

k=1

t
(ﬂAf{JeU dir. U bir cebir oldugundan (ﬂAf(J eU olur.
k=1

t
Diger taraftan UAk =(ﬂAf{J oldugundan UAk € U olur. Su halde (a)
k=1 k=1

k=1

gerceklenir. Dolayisiyla U bir c—cebirdir.

1.13. Teorem: X Tlzerindeki o—cebirlerinin herhangi adetteki
kesisimleri yibe bir c—cebirdir.
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Ispat: 1 bir indir kiimesi olsun. i € I i¢in U; bir c—cebiri oldugundan
X € U; dir. Buradan XeﬂUi olur. Eger AeU, ise herbir i €1 i¢in U; bir
iel

c—cebiri oldugundan, A* €U, dir. Dolayishyla A®eU, dir. Herbir k € N i¢in

A, eﬂUi olsun. Herbir i icin A €U, ve dolayisiyla UAn €U, buradan da

iel n=1

[CJAHJ € ﬂAi bulunur.

n=1 iel

1.14. Teorem: U kiimesi c—cebiri olabilmesi i¢cin gerek ve yeter sart,
artan dizilerin sayilabilir sayidaki birlesimine gore kapali olmasidir.

Ispat: U bir c—cebiri ise artan dizilerden olusan sayilabilir birlesimine
gore kapal olacagi agiktir. Tersine
(Bo)izy € Ave A, =( s,
i=1
tanimlansin. U bir kiime oldugundan
AjcA,c--cA,_;cAveA €U
dir. Boylece

UJs.=Ja,eu
i=1 j=1

olur. O halde U bir c—cebiridir.

1.15. Teorem: X nin bazi alt kiimelerinden olusan bir kiime F olsun

(o—cebiri olmak zorunda degildir). Bu F kiimesini kapsayan en kii¢lik bir
o—cebir vardir.

Ispat: Kuvvet kiimesi X'in biitiin alt kiimelerinden olusan c—cebir
oldugundan bu sinifi kapsar. Bu sinifi kapsayan baska c—cebirler de olabilir.
Bunlara, I bir indis kiimesi olmak tlizere a € I i¢cin U, diyelim. Bu c—cebirlerin
herbiri F kiimesini kapsadigindan U, larin arakesiti de F kiimesini kapsar.

Diger taraftan, bu arakesit c—cebiri F kiimesini kapsayan diger U,
kiimesinden kigtktiir. O halde, F kiimesini kapsayan en kii¢iik c—cebir vardir.
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1.11. Tanim: Herhangi bir F kiimesini kapsayan en kii¢iik bir c—cebir
o(F) ile gosterilmek tizere bu F kiimesini kapsayan en kii¢lik c—cebirine F’'nin
urettigi c—cebiri denir.

Reel sayilar dogrusu tlizerindeki bir agik aralik, a,b € R ve a < b olmak
lizere, (a, b) seklinde ifade edilir. Buna gore asagidaki siniflar1 tanimlayalim:

F, = {(a,b):a,b € R ve a < b}, agik araliklar1 kiimesi

F, ={[a,b]:a,b € R ve a < b}, kapali araliklar1 kiimesi

F; ={(a,b]:a,b € R ve a < b}, yar1 acik araliklar1 kiimesi

F, ={[a,b):a,b € R ve a < b}, yar1 acik araliklar1 kiimesi
oldugunu biliyoruz. Bu kiimelerin hi¢biri c—cebir degildir. X = R oldugundan
R = (—00,4+00) olup o bir reel say1 degildir. Dolayisi ile, X & F,X &€ F,, X &
F, ve X¢& F, dir. Bu kiimeler birer c—cebir olmamasina ragmen, 1.12. Teorem
geregince, bu kiimeleri kapsayan en az bir c—cebir vardir.

BOREL CEBIiRi

Emile Borel

Felix Edouard Emil Borel
07 Ocak 1871, Saint-Affrique, Fransa - 03 Subat 1956, Paris, Fransa

1.12. Tanim: R’deki a¢ik araliklarin iirettigi c—cebirine Borel cebiri
denir. Borel cebiri B(R) ile gosterilecektir. Borel cebirinin her elemanina Borel
kiimesi adi verilir. Bu tanima gore, R’deki biitlin agik araliklar tizerine Borel
cebiri tretilebilir. R’deki diger alt kiimeler tzerinde Borel cebiri iiretilebilir.
Buna gore, {a}, {a, b, c} tiiriindeki tek nokta kiimeleri, [a, b] gibi kapal araliklar,
(a ,b], [a, b) gibi yari-acik araliklar da Borel cebiri tiiriinden yazilabilir. Simdi
bunu gosterelim.


https://www.google.com/search?q=Paris&stick=H4sIAAAAAAAAAOPgE-LUz9U3MKyqMDdR4gAxTQtLsrTks5Ot9AtS8wtyUvVTUpNTE4tTU-ILUouK8_OsUjJTUxaxsgYkFmUW72BlBAAVMKFxQwAAAA&sa=X&ved=2ahUKEwjZ9ZPF2a7zAhWSy6QKHSZ2ABQQmxMoAXoECDUQAw
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Burada a € R olmak lizere, A, = (a — %, a+ %) acik araliklar dizisini ele

alalm. A ’'ler agik araliklar oldugundan her n €N igin A, € B(R) dir. Ayrica,

Borel cebiri ayn1 zamanda bir c—cebir oldugundan 1.14. Teorem geregince
sayllabilir arakesitleri de Borel cebirindedir. Buna gore,

fa}=)A, e B(R)

olup {a} seklindeki tek nokta kiimeleri Borel cebirindedir.

1.16. Teorem: B(R) Borel cebiri asagidaki siniflar tarafindan da tireti-
lebilir.

a) R nin tiim kapal alt kiimelerinin sinifi

b) R nin (—o0,b] bicimindeki alt araliklarinin sinifi

¢) R nin (a, b] bigimindei alt araliklarinin sinifi

Ispat: B,,B, ve B, teoremin (a), (b) ve (c) siklarinda belitilen siniflarin
dogurdugu c—cebiri olsun. B(R), R nin tiim agik alt kiimelerini kapsadigindan
ve tiimleme altinda kapali oldugundan R nin kapali alt kiimelerini de kapsar.
Kapali alt kiimelerin dogurdugu c—cebiri B; oldugundan B, c B(R) dir.

(—o0,b] bigimindeki kiimeler kapal oldugundan B, sinifina aittir. Dola-
yisiyla B, € B(R) dir.
(a,b] = (—=o0,b] N (=0,a]"
yazilabildiginden (a, b] tipindeki her aralik B, ye aittir. Su halde B; c B, dir.
Buna gore;
B; € B, € B, € B(R) (1)
olur.

Diger taraftan

* 1
(a,b)= g[a,b—gJ

yazilabildiginden, B;, B(R) deki tiim a¢ik araliklar: kapsar. Su halde
B(R) © B, (2)
diir. (1) ve (2) den
B; =B, = B, = B(R)
bulunur.

Ornek: Her tipten aralik, 151 ve tek nokta kiimelerinin Borel cebirinin
elemani oldugunu gosteriniz.
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Cozim: 1.14. teorem geregi asagidaki araliklarin birer Borel cebiridir.

a) (a,b]:ﬁ(a,b+1j € B(R)
n=1 n

01, 1
b) [a,b]=ﬂ(a—;,b+;j € B(R)

n=1

0) (b,oo):O(b,bJrn) € B(R)

d) (b,) = [b,2b] U (2b,») € B(R)

e) (—oo,a):O(a—n,a) € B(R)

1o 2 (-0)u (3.0) 58
2 1 1

g) {a}=Q(a—g,a+Hj € B(R)

Cinki R’deki her acik kiime agik araliklarin sayilabilir birlesimi olacagindan
acik kiimeler borel kiimelerdir.

1.17. Teorem: B(R") Borel cebiri agagidaki siniflar tarafindan tretile-
bilir:

a) R" nin tiim kapal alt kiimelerinin smaifi

b) R" nin {(x;,X,,**,X,): X; < b,i =1, 2,--+,n} bigimindeki alt aralikla-
rinin sinifi

c) R™ nin {(x;,X,, =, X,): a; < X; < b;,i =1, 2,--,n} bigimindeki alt ara-
Iiklarinin sinifi

Bu teoremin ispati 11.16. teoreminin ispati gibi ispatlarinir.
COZUMLU ALISTIRMALAR
Kiimeler Cebiri islemleri

1. A ve B kimeleri U kiimeler cebirinin elemalar: ise AAB ve A n B ki-
meleri de U’da oldugunu gosteriniz.

Cozim: A€ U,B € Uise A\B € U ve B\A € Udur.
AAB = (A\B) U (B\A)ve An B = A(A\B)
yazilabileceginden
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AABe UveANBeU
bulunur.

2. Bir kiimeler ailesinin, iki kiimesinin birlesimi ve kesisimi islemlerine
gore kapali olmasi, bu ailenin bir kiimeler cebri olmasini gerektirmedigini go s-
teriniz.

Coziim: U = {A,B € P(R):B c A} ailesi olsun.
A=AuBeUveB=AUBE€eU

dir. Fakat A\B € A oldugundan U, kiimeler cebri olamaz.

3. U kiimeler ailesi, simetrik fark alma ve kesisim islemlerine gore ka-
paliise bu ailenin bir kiimeler cebri oldugunu gésteriniz.

Coziim: U bir kiimeler ailesive A€ U,BeUiken AUB€ Uve A\Be U
oldugu gosterilebilir. Sorunun varsayimina gore, A € U,B € U icin AAB € U ve
ANBe Udir.

AUB = (AAB)A(ANB)
ve
A\B = (AAB)\(ANB)
denklemleri yazilabilecegi icin U bir kiimeler cebiridir.

o—Cebiri

4. X, kiimelerin herhangi bir ailesi F, X lizerinde tanimlanmis bir c—ce-
biri ve B € X olsun. F; = {BN A: A € F} biciminde tanimlanan Fg, X tizerinde
bir c—cebiri oldugunu gosteriniz.

Cozim:

i) X€F oldugundan BEX, BNX=B€F;, JEFve INB=U €Fy
dir.

ii) (Fi)g=1, Fg dan alinmis bir aile olsun. Her kicin Fy € Fg, F, = BN A,
olacak sekilde A, € F vardir;
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LOOJFn = O(BmAk)zAmCJAk
k=1 k=1 k=1

ve | JA, eF dir. Buradan | JF, €F, elde edilir.
k=1 k=1

iii) F € Fg alimsin. F = B N A ger¢eklenmek tizere bir A € F vardir. Boy-
lece,

Ft=B\F=B\(BNA)=Bn (BNA) = (BNBHU(BNA)=BnA"
olur. A' € F buradan da F' € Fy dir.

O halde Fg, c—cebiri olur.

5. X uzayimnin alt kiimelerinden olusan herhangi bir aile H olsun. X'de
tanimh H’y1 kapsayan en kii¢lik 6—cebirinin var oldugunu gésteriniz.

Cozium: H'yr kapsayan o—cebiri U ile gosterilsin. U'larin ailesi U; ise,
XeU; veU; # Ddir. B= N{U : U € U;} tanimlanirsa, bir c—cebiri olan her U,
H’yi kapsadigl i¢cin H © B dir. B bir c—cebiridir. Gergekten de (A;){2; € B ve
her i € N i¢in A; € U, U € U; dir. U ailesinin her biri c—cebiri oldugundan her

U € U; i¢in UAi €U ve buradan da UAi €B bulunur. Benzer disiince ile her
i=1 i=1

A€ B icin AeU, Ue U, dir. A* € U, U € U; olacagindan A' € B bulunur. Ote

yandan B kiimesinin tanimi geregince H'yi kapsayan tiim c—cebirlerinin kesi-

simi olarak tanimlandigindan, bu cebirlerin en kiigiigudiir.

6. X = {a, b, c} ve X kiimesi iizerinde tanimhli —cebirleri
U, = {@.{a,b},{c}, X}, U, = {&,{a,c}, {b}, X}
nin birlesimi c—cebiri olmadigini gosterimiz.

Cozim: A+ I, A#X icin U; ve U,, {J,A, A', X} biciminde ele alahm.
U, ve U, bir c—cebiri degildir. Clinku;

U, uU, = {J,{a,b},{a,c},{b}{c}, X}
dir. {b}U {c} ={b,c} € U; U U, oldugundan cebir degildir, 6yleyse oc—cebiri
olamaz.

7. f, X kiimeler ailesi Y kiimeler ailesi lizerinde bir fonksiyon U’da X'in
alt kmeleri ile tanimlanmis bir c—cebiri ie
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F={AcY,f1(A) eU}
Y’nin alt kiimeleri ile tanimlanmis bir c—cebiri oldugunu gosteriniz.

Cozim:
)P eFveY=f"1(X)€F dir.

i) A € Folsun. f7*(A) € U dir ve U bir 6—cebiri oldugunu igin
f=1(A) = (f71(A) €U
dir. O halde A" € F dir.

iii) (A,)n=y, F deki kiimelerin sayilabilir bir ailesi olsun. Buna goére her
n € Nigin f~*(A,)) € U dir. U'nun c—cebiri oldugundan;

f‘l(OAn] - @a,eu

ve buradan UAn € F elde edilir. Boylece F, bir c—cebiridir.

n=1

8. U, X lizerinde tanimlanmis bir c—cebiri, (A,),~; de U'nun kiimelerin-
den olusmus herhangi bir kiimeler ailesi olun. Buna gére U'da n # m igin

B,NB, =& ve her n>1 icin B, cA,, | JB,=[JA, sartim gerceklenmek
n=1 n=1

lizere bir (B,),~, kiimeler ailesi oldugunu goteriniz.

Cozim: B, = A, ve her n > 1 i¢in
B, =A\{A; UA, U --UA, 4}
=A,NA NASN--NA_}
Tanimlansin. U, biitlinleyen alma ve kesisim islemlerine gére kapali oldugun-
dan, her n € N i¢in B,, € U ve n > 1 olduk¢a tanimdan B, c A, dir. B, ve B,
bu sekilde tanimlanmis iki kiime, m < n olsun. m > 1 icin B, € A, kapsamai
dogrudur. Buradan

B,NB,cA NB,=A, N{A,NA'NA,N--NA_,} =0
bulunur. Ote yandan her n € N icin x € A, dir. x € A, gerceklendigi n indilerin

en kiictigl n, olsun. x € B,, dir. O halde erBn ve buradab da UAn cUBn

n=1 n=1 n=1

ters kapsama bagintisi elde edilir. Boylece;
U, =Ua,
n=1 n=1

bulunur.
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9. M, X ailesinin tanimladig1 bir 6—cebiri olsun. Buradan X'in biitiin say1-
labilir alt kiimelerinin ailesi F ise F'nin tanimladig1 o(F) ile gosterilecek c—ce-
birlerinin birlesimi M oldugu gosterilsin.

Cozlim: F'nin tanimladigl o—cebiri o(F) ve bunlarin birlesimi M1 olsun.
o(F) € o(X) = M yazilabileceginden M; € M dir. M1, bir c—cebiridir. Gergek-
ten de ¥ € M, ve X€ M, dir. Her o(F) biitiinleyen alma islemine gore kapal
olacagindan bunlarin birlesimi olan M1 de biitiinleyen alma islemine gore ka-
pahdir. Her n €N icin F,, X'in sayilabilir bir alt kiimesi, A, € o(F,) ve

(Ap) =1 € M; olsun. F:UFn tamimlanirsa, her A, € o(F,) i¢in F de X'in say1-
n=1

labilir bir alt kiimesidir. Boylece

LJAn eo(F)cM,
n=1

olur. Bu kapsama M1 in bir c—cebiri olacagini ortaya koyar.

Ote yandan S € X, S € o({S}) c M, ise My, X ailesini kapsar, X ¢ M, dir.
X'i kapsayan en kii¢lik 6—cebiri M oldugu icin M ¢ M, dir ve buradan M; = M
elde edilir.

10. M, P(R) de tanimh sonsuz elemanli bir c—cebiri ise ayrik ve bostan
farkl kiimelerden olusan sonsuz elemanlh dizi icerdigini gosteriniz.

Cozum: M, sonsuz oldugundan A # & ve A # R gercekleyen bir A € M
kiimesi bardir. B = R\A tanimlansin. B # & ve B # R oldugu agiktir.
ANnM={ANnS: SeM}veBNnM={BnS: SeM}
sonlu kiimeler ise her S € M icin
S=(ANS)u(BNYS)
yazilabileceginden
M={S,uS,: S;EANM,S, e Bn M}
biciminde bir aile olarak ifade edilebilir. Bu halde M sonlu olur. Bu ise varsa-
yimla ¢elisir. Buradan ya A N M ya da B N M sonlu olmamaldir. BN M kiimesi-
nin sonsuz almnmas1 genelligi bozmaz. A, = A B; =B tanimlanirsa
B, =A, UB, (A, NnB, =) biciminde yazlabilir. B, UM ayn1 nedenle son-
suzdur. Benzer bicimde
B, =A; UBg, By =Ap; UByy ), A3 UB; =G, Ay N By =0 A44,
*
ve B, ,; N M sonsuzdur. n < m i¢in
A,cB, ,cB,veA NA, CcA NB, =0
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olmak tizere bu yolla olusturulan (A, );-; aranilan dizidir.

KAYNAKCA

1. Prof. Dr. Mustafa BALCI, Reel Analiz, Seckin Yayinlari, Se¢kin Yayin-
cilik, istanbul, 2012.

2. Dog. Dr. Nese Dernek, Reel Analiz Coziimlii Problemler, Nobel Ya-
yincilik, Ankara 2013.

3. Prof. Dr. Ertan ibikli, Reel Analiz Ders Notlari, Ankara Universitesi,
Ankara, 2020.

4. Dog.Dr.Sebahattin Sevgin, Reel Analiz, Ders Notlari, Van Yiiziinciiyil
Universitesi, Van, 2020.

5. Prof.Dr. Hiiseyin Cakalli, Reel Analiz Ders Notlari, Maltepe Universi-
tesi, [stanbul, 2020.

6. Prof. Dr. Tun¢ Misirhoglu, Reel Analiz Ders Notlari, [stanbul Kiiltiir
Universitesi, istanbul, 2011.

7. Prof. Dr. Yilmaz Akdi, Matematiksel istatistik Ders Notlari, Ankara

Universitesi, Ankara, 2020.



