8. BOLUM
FONKSIYONLARIN LIMITI

FONKSIYONLARIN LiMITI KAVRAMI

8.1. Tanim: A c R, f: A = R fonksiyon olsun. Bir (x,) dizisi a noktasina
yakinsarken, (f(x,)) fonksiyon degerli dizisi de L gibi bir noktaya yakinsiyor-
sa, bu f fonksiyonun a noktasindaki limiti L sayisidir denir. lim f(x,)=L sek-

linde gosterilir.
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Ornek: f: R>R,f(x) = x+ 1 fonksiyonu x = 1 noktasina sagdan ve
soldan dizi olarak yaklasimi asagidaki sekilde verilmeye calisiimistir.
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X I 0,9 0,99 0,999 1 1,001 1,01 1.1

y I 1,9 1,99 1,999 ... 2 2,001 2,01 2,1

Tablodan da goriilecegi gibi, x degiskeni 1 sayisina 1’den kiiciik degerler ala-
rak yaklastiginda y de 2 sayisina 2’den kiicliik degerlerle yaklasmaktadir. Yine
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x degiskeni 1 sayisina 1'den biiyiik degerler alarak yaklastiginda y de 2 sayisi-

na 2’den biiyiik degerlerle yaklasmaktadir. Bu durumda 1 sayisinin limiti 2'dir
denir.

Ornek: f: R>R, f(x) = x? fonksiyonu x = 3 noktasi i¢in limitini bula-
lim.

Cozum:

of s

Her (x,) € R — {3} ve (x,) = 3 i¢in (f(x,)) = ((x,)?) — 32 oldugundan
lim f(x,)= lirré(B)2 =9

dir. //

Bu tanim su sekilde de verilebilir.

8.2. Tanim: A c R,f: A - R fonksiyon olsun. ¥ ¢ > 0 icin 36 > 0 sa-
yis1 vardir, oyle ki [x —a| < 6 oldugunda |f(x) — L| < € oluyorsa, bu f fonksi-
yonun a noktasindaki limiti L sayisidir denir. limf(x) =L seklinde gosterilir.

£
L
fi)

Ornek: Ac R, f: A—> R,f(x) = 2x + 1 fonksiyonun a = 2 noktasinda
limitinin L = 5 oldugunu gosterelim:
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Ve > 0 icin |x — 2| < & segilirse |f(x) — 5| < € gerektirmesini saglayan
¢ degerine bagly, bir & > 0 varligin1 gostermeliyiz.
lx—2| <6
|2x — 4| < 26
|2x+1—5| < 268
If(x) —5| <28 =¢
oldugundan 6 = % vardir.

Ornek: Ac R, f: A—> R,f(x) =sinx fonksiyonun a = T noktasinda

2
limitinin L = 1 oldugunu gosterelim:

Ve > 0 icin |x - %| < & secilirse |f(x) — 1| < € gerektirmesini saglayan
¢ degerine bag|11, bir|6 > 0 varligini gostermeliyiz.
x—2| <8
2l
e (G2 o (2 <
|2 sin (x—(121/2)) cos (X+(121/2))| <$

|sinx—sing| <éb
|sinx — 1] < 6
f(x) — 1| <d=c¢

oldugundan 6 = ¢ vardir.

Ornek: f(x) = [x] seklinde tanimh tam deger fonksiyonun x — 2 icin
limitinin olmadi8ini gosteriniz.

Cozim: Bir £ € R igin 1irr21 [x] = ¢ oldugunu varsayalim. Bu durumda

€= %i(;in bir § < %reel sayisl |x — 2| < & ozelligindeki her x i¢in
1
Ix] - 4] < 5

olacak sekilde vardir. Diger taraftan y = 2 —% ve z=2 +g sayilar1 i¢in
|x — 2| < & saglanir. Boylece [[y] = 1 ve [z] = 2 oldugundan
1 1
11— ¢ = Iyl - £l <3vel2— £ = [[z] — | <73

olur. Boylece

1=]1-2/= Q-0 <|1-e|+ 12—l <x+5<3
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olur. Bu ise bir celiskidir. O halde her £ € R i¢in linzl [x] # ¢ dir. Yani lin; [x]

limiti yoktur.

8.1. Not: Bir fonksiyonun herhangi bir noktada limitinin olmasi ya da
olmamasi i¢in, fonksiyonunun o noktada tanimli olma zorunlulugu yoktur.

8.2. Not: —,—,—,—, 00 — ,1%,0%,0° 00° 00”,0 - o0 gibi durumlar
co oo 0 0
belirsizlik belirtir. Bu durumlarda limite miiracaat etmek gerekir. Bu belirsiz-

lik durumlarinin neden oldugu sorusu akla gelmektedir. Biz burada sadece 5

1n sebebi inceleyecegiz. Digerlerini okuyucuya havale edecegiz.

Paydasi 0 olan kesirlerin payi sifira sagdan yaklastik¢a +o0’a, pay: sifira
soldan yaklastik¢a —oo’a yaklagsmaktadir. Ancak pay 0 oldugunda kesir +o0 mu

0
yoksa —oco mu oldugu belirli degildir. O halde 5 bir belirsizliktir.

8.1. Teorem: A Bc R,f: A—> R ve g: B— R iki fonksiyon,a€ ANB
olmak uizere,

i) lim(f(x)+g(x))=limf(x)+limg(x)

ii) lim(f(x)—g(x))=limf(x)-limg(x)

iii) lim(f(x)-g(x))=limf(x)-limg(x)

limf(x)

iv) lim f(x) = X=2a

=2 g(x)  limg(x)

ispat: i) limf(x)=L, ise V&> 0 igin 38, > 0 sayis1 vardir, dyle ki

|x — al < 8, oldugunda |f(x) — L;| <  kalr.
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limg(x)=L, ise V&> 0 icin 38, > 0 sayis1 vardir, dyle ki [x —a| < §

oldugunda |g(x) — L,| < E kalir. Burada 6 = min{6,, §,} alinirsa;

|(F(x) + 8(x)) — (L1 + L)l < If(x) — L1 + [8(x) — L2 <5 +§
olur. Su halde lim(f(x)+g(x))=L, +L, dir. Bu takdirde,

lim(f(x)+g(x))=L, +L, =limf(x)+limg(x)

bulunur.
ii) i 6zelligine benzer sekilde gosterilir.

iii) limf(x)=L, ise her x icin |f(x)| < M olacak sekilde M > 0 vardir.
Yine Ve>0 i(;in 36, > 0 sayis1 vardir, oyle ki |[x —al <8; oldugunda

f(x) — Lq| < 7——== ™ |+M kalir.

limg(x)=L, ise V & > 0 i¢cin 35, > 0 sayis1 vardir, oyle ki |x —a| < J,

oldugunda |g(x) — L,| < 7= kalir. Burada § = min{8,, §,} alinirsa;

Lo |+M

[f()g(x) — LiLy| = [f()g(x) — f(x) L + f(x)L, — Ly Ly
< |f(X)||g(X) Ly| + [f(x) — Ly ||L,|

€
<M |+M+ bl ™
=¢

olur. Su halde =lim f(x)-limg(x)=L,L, dir. Bu takdirde,

lim (f(x)-g(b))=L,L, =lim f(x)-limg(x)

bulunur.

iv) iii 6zelligine benzer sekilde gosterilir.

8.2. Teorem: A c R,f: A — R bir fonksiyon, a € A,k € R olmak iizere,
i) lxi_r)glk-f(x)zk-lxiiralf(x)

i) limff(x) =‘lxiil;1 f(x)‘

iii) U,}E; f(x))" =1Xi£r;(f(x)“) , (n € N)

iv) lxiir;Vf(X) = \/Liigf(x), (n € N)
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v) limlogf(x)=Iloglimf(x)

Bu teoremin ispat1 bir 8.1. teoremine benzer yolla yapilacagindan oku-
yucuya birakilmistir.

Ornek: lim2*% =25 = 210

x—3

8.3. Teorem: A,Bc R, f: A - Rveg: B — Rikifonksiyon, f(A) € B ve
a € A, olmak tlizere,

lim g(f(x)) = g(lim (x))
dir.

ispat: limf(x)=L, olsun. O halde terimleri A{a} da olan ve a noktasina

u, = f(x,) olsun. (u,) = L, olmak tzere (g(u,)) dizisini géz 6nline alalim.
limg(u,)=g(L,) dir. Su halde,

lim g(f(x)) = g(lim f(x))

bulunur.

CEBIRSEL FONKSIYONLARIN LiIMITLERI

Limitin ilk tanimlanma sekli fonksiyonlardaki bir takim belirsizlikleri
gidermek icindir. Ama belirsiz olmayan fonksiyonlara da uygulanabilir. Belir-
siz olmayan fonksiyonlar da uygulandiginda bizim bildigimiz klasik islemler
yapilir.

2 2
Ornek: lim| = +3 |= 2—+3 =4
=2\ 4 4

Ornek: lim(1-sinx)=lim(1-sinn)=1

Ornek: 1im2*? degeri nedir?

x—3
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lim 4x-2
Cozim: l}(i£1r3124"*2 =2 =210y

Cebirsel fonksiyonlar olan polinom ve rasyonel fonksiyonlar tiirii fonk-

siyonlarinda belirsizlik durumlari s6z konusu olabilir. Bu tiir islemler,

e (Carpanlara ayirma,

e Ortak paranteze alma,

e Eslenik alma,

e (esitli cebirsel islemler
gibi islemler yapilarak belirsizlikten kurtarilir. Simdi bunlarla ilgili 6rnekleri
inceleyelim.

XZ

Ornek: lin% _24 ifadesindeabelirsizligi gideriniz.
X—> X f—

Coztum: Bu belirsizligi gidermek icin pay1 ¢arpanlara ayiralim.

2
limX—4 :limwzlirmHZ =4
-2 x—2 X2 (X—Z) x—2

3 —
Ornek: lim > L
x—>1 x° — 1

0
ifadesindeki 5 belirsizligi gideriniz.

Cozim: Bu belirsizligi de gidermek icin pay1 ¢carpanlara ayiralim.

X1 . (x-DE*+x+1) . x*+x+1 3
lim——=lim =lim =5
olx” -1 =1 (x-1)(x+1) =2 x+1

o x> —3x—4
Ornek: lim ————— ifadesindeki — belirsizligi gideriniz.
x>-1 X°—x—2 0

Cozim: Bu belirsizligi de gidermek icin pay1 carpanlara ayiralim.
x*-3x-4 . (x+1)(x-4) |, x—-4 5
———— =lim———= =1lim ==

lim = = 2
o1 xf—x—2 o1 (x+1)(x-2) x>1x-2 3
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1 1

.. 0
Ornek: lim™M % ifadesindeki = belirsizligi gideriniz.
m—4 m—4 0

Coztum: Paydana esitleme yapilirsa,

11 4 m 4-m
limM_4 _jim4m 4m o dm g =1 _%
m—>4 m—4 m>4 m-—4 m—4 ) —4 m->44m
bulunur.
.. z_ 0
Ornek: lirralw ifadesindeki 5 belirsizligi gideriniz.
X X J—

2
Cozium: lim ox” ~18x =lim 6x(x~3) =lim@
-3 2x—6 x—3 Z(X — 3) x-3 2

=9

bulunur.

Ornek: lirrzl[(x2 —3x+6).f(x)]=20 ise limf(x) in degeri nedir?

Coziim: 1inr21[(22 ~3-2+6)-f(x)]=20
4-limf(x) = 20
lirr; f(x)=5

1
Ornek: lim 53 degeri nedir?

x—3"

1 1

Cozim: lim5*3 =1lim5*2 =lim5” =0

x—3" x—3" x—3"

Ornek: lim;/;—_2 ifadesindeki = belirsizligi gideriniz.
x4 x° —5x+4 0

Cozim: Bu sorunun cevabini bulabilmek i¢in ifadenin pay ve paydasini
(Vx = 2) in eslenigi (v/x + 2) ile carpalim.



FONKSIYONLARIN LIMITi 9

. Jx-2 . (Vx-2)(WVx+2)

im———— =lim

x4 x* —5X +4 X—>4(X2—5x+4-)(\/;+2)
=lim (x=4)
x4 (x—4)(x - 1) (Vx +2)

lim 1
o4 (x —1)(Vx +2)

_1
1
Ornek: lim—> ifadesindeki — belirsizligi gideriniz.
=0 \Jx?+1-1 0

Coziim: ifadenin pay ve paydasim (Vx2+1—1) in eslenigi olan
(Vx%2 + 1 + 1) ile ¢arpalim.

lim —XZ =lim Xz(m 1)
0 2 41-1 0 (2 +1-1) (WX +1+1)

lim X’ (m +1)

=0 (x*+1-1)
= lxlirolm +1 (V1 =1alalim)
=2

1 2

Ornek: lim( -

> ifadesinde oo — oo belirsizligini gideriniz.
oI X -x X" -1

A : 1 2 . 1 2
Cozim: lim| —————; =lim —
ol x°-x x°-1) =1l x(x-1) (x—-1)(x+1)

. [ (x+1) 2X J
=lim -
o1 x(x-1)(x+1) x(x—-1)(x+1)

: ( 1-x j
=lim| ———M
o1 x(x—1)(x+1)

. ( 1 j
=lim| —
o1 x(x+1)

1

2
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Ornek: lin3(2x+1)1/" denklemi 1% belirsizligini gideriniz.

Cozim:
y = (2x+ DY iselny = In(2x + 1)V = {In(2x + 1) = HEED
lim In(2x+1) lim 2 5
X0 X 0 2x +1
In(2x+1)
lim(2¢+1)"=lime * =<

X

1 2
Ornek: lin[} (cos x)( j denklemi 1% belirsizligini gideriniz.

Cozum:
1\2 1)2 1 ]
A 1 n(cosx
y = (cos X)(X) iseIny = In(cos x)(x) = X—Zln(cos X) = %
o1 . Incosx 0 . -—sinx . —COoSX 1
llm—zlncosx:hm > =—=]im =lim . ==—3
x-0 ¥ x>0 x 0 t©02xcosx x02cosx—2xsinx
1) 1
. [;] . —zlncosx _1/2
lim(cosx)'™ =lime* =e
x—0 x—0

8.1. Not: Cebirsel fonksiyonlarin « ’a gitme durumlar dizilerde oldugu

gibidir. Burada tekrar verilmeyecektir.

TRIGONOMETRIK FONKSIYONLARIN LIMITLERI

Trigonometrik fonksiyonlarin limitleri tlirevin uygulamasi1 konusunda

L’hospital yonteminde tekrar anlatilacaktir. Burada birka¢ tanesi izah edile-

Ayrica her xicin —1 < sinx < 1 araliginda oldugunu hatirlayalim
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Ornek: lim x* -sinl ifadesindeki 0 - co belirsizligi gideriniz.
x—0 X

i . 1 o . 1
Cozim: Her xi¢in —1 <sin_ <1 olduguna gore sinz = m alinirsa,

, 1
limx®.sin==0-m=0
x—0 X

bulunur. //

Trigonometrik fonksiyonlarin belirsizlik durumlar yukaridaki belirsiz-
lik durumlar: gibi ¢oziilebilir. Yalnmiz asagidaki teoremle belirli bir belirsizlik
giderilir.

8.4. Teorem: lim SInX _ 1

x=0 ¥

ispat: x bir birim ¢emberin merkez agisiin 6l¢iisii olsun. Bu dl¢ii aginin
karsisindaki yayin uzunlugu ile 6l¢iiltir. Buna gore su sekli cizelim.
F 3

D
AN
< 8 Y=,

0 A Joo

Buna gére |AB| = sinx, m(BC) = x° |CD| = tanx olacagindan,
sinx < x < tanx
yazilabilir. Buradan da
Sinx
cosx

sinx < x <

olur. Pozitif bu x i¢in

sin x sin x
< lvecosx <

sinx
cosx<——<1

X
. . sinx .
limcosx <lim <lim1

x—0 x—0 X x—0
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1<limsmx<1

x>0 ¥

e
x—0 X

bulunur.

sin3x

Ornek: lim

ifadesindeki 5 belirsizligi gideriniz.
x—0 X

Cozim: x — 0 iken 3x — 0 olacagindan

. 3sin3x .. 3sin3x ,. 3sin3x . sin3x
lim =lim =lim =3lim =
-0  3x x=0  3x x=0  3x 3x->0  3x

3.1=3

nb5x

Ornek: lim >~

ifadesindeki — belirsizligi gideriniz.
x>0  4x 0

Cozim: x — 0 iken 5x — 0 olacagindan

. sin5x . b5sin5x 5., sin5x 5
lim =lim =—lim =—
x—0  4x x=0 § 4x 45x-0 5x 4

1=2
4

. 2
Ornek: limM
x—2 Xx—=2

0
ifadesindeki 5 belirsizligi gideriniz.
Cozum:

. 2
lim sin(x” —4)
x—2 XxX—2

sin(x* —4) sin(x* —4)

x% — x*—4
yazilabilir. ikinci kismin limitini inceleyelim. x — 2 iken x? - 4 olacagindan
sin(x*—4) sin(x* —4)

5 4. lim 5
X — x?—4-0 X“ -4

=lirr21(x+2) =lirr21(x+2)-lim

lirrzl(x+2)-lirr21 =4.-1=4
bulunur.

Bu son li¢ 6rnekten su sonuc elde edebiliriz.

8.1. Sonug¢: a) lim Sihax _a
x-0 bx b

b) lim _bX _b

x>0 sl[nax a
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anx

Ornek: lim *

0
ifadesindeki o belirsizligi gideriniz.
x—0 X

sin x

Cozim: tanx = olmak uzere
COS X
sinx
. tanx . . sSinx._, 1
lim =1im€9SX —|im lim =1-1=1
x—0 X x—0 X x—0 X x—0 COS X

Bu son 6rnekten su sonug elde edebiliriz.

8.2. Sonug: a) lim tanax _

x>0  bx

a
b
bx b
a

b) lim =
x>0 tanax

sin 3x

Ornek: lim

ifadesindeki — belirsizligi gideriniz.
x>0 tan 4x 0

Coziim: x — 0 iken 3x = 0, 4x — 0 ve 8.2. Sonuca gore,

sin3x . Sin3x
. — 3-lim
. sin3x .. 3x 3 3x>0  3x 3
lim =11rr(}—t 4 :_:—t 1 -2
x>0 tan4x x> 4. an4x 4 4. lim an4x
4x 0 4x

bicimindedir.

Bu son 6rnekten su sonug elde edebiliriz.

8.3.Sonug: a) lim siax _a

x>0 tanbx b
. tanax a
b) lim— =—
x>0 sinbx b

Ornek: linoq(x-cot 2x)ifadesinde 0 - o belirsizligini gideriniz.

Cozum: cotx =

oldugunu hatirlarsak,
tanx
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llm(x cot2x) =lim X =

x>0 tan 2x

N =

bulunur.

Ornek: lin(}(sin 2x-cot5x) ifadesindeki 0 - oo belirsizligi gideriniz.

Cozim: cotx = oldugunu hatirlarsak,

tanx
llm(sm 2x.cot5x) =lim sin2x = %
x-0 tan 5x
. sin”3x
Ornek: lirr(} -— ifadesindeki— be11r51zllg1 gideriniz.
X— X

z i 2 . 2
3
Coziim: lim sin 23x :lim(sm3xj z[B-Iim sin x] o

x>0 x x—0 3x—»0  3x

; 4x -2
Ornek: lim———~" _ ifadesindeki - be11r51zhg1 gideriniz.
Hg tan(2x—m)

4x-2m . 2(2x—m)
Cozlim: hm = hm
x> ™ tan(2x—m) X " tan(2x—m)

2x — 1 = tdersek x - = > icin2x —m—-0iset—0
olur. Buna gore,
2(2x—m) .2t
————— =lim
X_,, tan(2x—m) 0 tant

=2

bulunur.

6rnek: hmM
x—1 TT
cot| x—1+—

( 2)

Coziim:x—1 =tdersekx - 1igcinx—1 - 0iset - 0 ve

ifadesindeki — be11r51zllg1 gideriniz.
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T
COt(E + xj =—tanx

olduguna gore,

-1
linll tan(x—1) :lirrol tant lim tant _q
X—> t— t—>0 —
cot| x—1+2~ cot| t+ = tant
2 2
bulunur.
Ornek: limw ifadesindeki — belirsizligi gideriniz.
0 sinx 0
Coziim: lim *X*tAN3X zlim[ x ta_n3xj =443=7
0 sinx =0\ sinx  sinx
) . [sinx—sin’x ) . . O
Ornek: llnz)l — 3 ifadesindeki abellrsmllgl gideriniz.
X—> X

Céziim: 1 — sin? x = cos?x oldugunu hatirlayalim.

.  cin3 . D ol
lim(smx sin XJ :lim(smx(l sin X)J

x—0 3x x>0 3x
= 1lim( = Xj.lim sin® x
3 x>0 X x—0
1
-3

Ornek: lim (ZX.sin Ej ifadesindeki 0 - oo belirsizligi gideriniz.

X——0 X

3 2sin—
Cozim: lim LZX.sin —) = lim X | olup o belirsizligine doniisiir.

X—>—00

X X—>—00 1
X

1
= tdersekx - —o icin— — Oiset — 0
X

S

olacagindan

15
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25inE
lim x| _ lim(ZSth): 23 _

X——0 1 X——00 1
X
bulunur.

Ornek: lim(sin2x-secx) ifadesindeki 0 - oo belirsizligi gideriniz.
X*)E

sin2x

Cozum: lim(sin2x.secx) =lim

2T <™ COSX
2 2

olup 5 belirsizligine dontsiir.

. Sin2x .. 2sinxcosx .. i

lim =lim——— =lim2sinx=2

«% COSX  4,®  COSX o
2 2 2

bulunur.

Pi (m) SAYISININ LIMITLE BULUNMASI

6.13. Teorem: n € N olmak lizere;

. . 180
a) limn-sin—=mn

n—oo n

b) limn-tan@=n

n—oo n
c) limn- COSM =T
n—oo n
d) limn-cotM =T
n—o n
bicimindedir.

ispat: Yaricap1 1 br olan gemberin icin bir diizgiin n-gen cizelim.
—,

- o (n—2)-180
Diizgiin n-genin bir i¢ agisi Y oldugundan

16
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(n—2)-180 _ (n—2)-90

m(0AB) =

2n n
bulunur. Buna gore;
m(0BA) = 87220 1 a0¢) = 180 - 2222090 _ 199
olur. Su halde;
180

|AC| = |CB| = sin—
n

dir. n-genin ¢evresi 2n - sin%lo br’dir. n-gende n — oo alindiginda daire olur. Pi

(m) sayist cemberin ¢evresinin uzunlugunun, ¢emberin yarigapina orani oldu-
gundan,

. 2n ., 180 . 180
lim—sin——=limn-sin——=m=x
n—oo 2 n n—o0 n

olur.//

Cemberin ¢evresine ¢izilen n-gen kullanilarak b sikki benzer yontemle
.o (n—2)90 180 y -
gosterilir. - + = 90 oldugundan c ve d siklar1 da gosterilir.

Bu teoremin ikinci bir ispatu:

. sinx
lim =1
x>0 X

oldugu bilinmektedir. Bu denklemde x = g alinirsa x = 0 i¢in n — oo olacagin-

dan,
. T
sin —
lim—2 =1
n—o TC
n

. . T
limn-sin—=mx
n—oo n

oldugu kolayca goriiliir.

Ornek: Ozel olarakn = 1 000 000 000 alalim.

1000000000 -SinL =3,14159265 3589793233 2949306

1000000000
olur.

PARCALI FONKSIYONLARIN LIMITLERI
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Pargali fonksiyonlarin limit durumlarinda su sekilde incelenir.

8.3. Tanim: Bir x degiskeni bir a noktasina azalan degerlerle (sagdan)
yaklastig1 zaman bir limiti mevcutsa bu limite fonksiyonun a noktasindaki
sagdan limiti denir ve lim f(x) seklinde gosterilir.

x—a’

8.4. Tanim: Bir x degiskeni bir a noktasina artan degerlerle (soldan)
yaklastig1 zaman bir limiti mevcutsa bu limite fonksiyonun a noktasindaki sol-
dan limiti denir ve lim f(x) seklinde gosterilir.

X—a

8.4. Sonug: Bir f fonksiyonun bir a noktasinda limitinin olabilmesi i¢gin
sagdan ve soldan limitlerinin birbirine esit olmasi gerekir.
lim f(x) = lim f(x)=L ise limf(x)=L

X—a

Ornek: Grafigi verilen fonksiyonda -2, -1, 0, 1 noktalarindaki sagdan
ve soldan limitleri bulunuz.

Cozum:

x = -2 icin sagdan limiti 1 ve soldan limiti 1 olup limiti 1

x = -1 i¢cin sagdan limiti 2 ve soldan limiti 0 olup limiti yoktur
x = 0 icin sagdan limiti 1 ve soldan limiti 1 olup limiti 1

x = 1 i¢in sagdan limiti 2 ve soldan limiti 2 olup limiti 2 dir.

Ornek: Grafigi verilen fonksiyonda -1, 1, 2, 3 noktalarindaki sagdan ve
soldan limitleri bulunuz.
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=<

Cozum:

x = —1 icin sagdan limiti -2 ve soldan limiti 3 olup limiti yoktur
x = 1 icin sagdan limiti 2 ve soldan limiti -3 olup limiti yoktur
x = 2 icin sagdan limiti 3 ve soldan limiti 3 olup limiti 3

x = 3 icin sagdan limiti 0 ve soldan limiti O olup limiti O dir.

x2—2, x>3
Ornek: f: R—R, f(x) ={ 5, x=3
2x+1, x<3

fonksiyonun 3 noktasindaki limit durumunu inceleyiniz.

Céziim: limx®*—-2=7 ve lim2x+1=7 oldugundan lirr31f(x)=7 dir.

x—3* x—3~

2x+2, x>5
Ornek: f: RoR, f(x) = { 12, x=5
x+5, x<5

fonksiyonun 5 noktasindaki limit durumunu inceleyiniz.

Cozim: lim2x+2=12 ve limx+5=10 oldugundan 5 noktasinda limiti

x—5" X5~

yoktur.

Ornek: f: R-R,f(x) = % fonksiyonunun 0 noktasindaki limitini bu-
lunuz.
X X i =X

Coziim: lim—=1lim—=1 ve lim —=lim —=-1
x—0" X x—0" X x—0" X x—=0" X
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oldugundan 0 noktasinda limiti yoktur.

Ornek: f: RoR, f(x) = 3x + —=* | | fonksiyonunun 3 noktasindaki limi-
tini bulunuz.

x—3
Cozim: lim 3x+| |— lim 3x+>—> = lim 3x+1=10
x—3" X—3 x53° X—3 x-3°
ve lim3x+—— | — | = lim 3x + —(x=3) =lim 3x—1=8 bulunur. 3 noktasinda sag-
x—3" X —3 x—3" X —3 x—3"

dan ve soldan limitler esit olmadigindan 3 noktasinda limit yoktur.

Ornek: f : R—>R, f(x) = sgn (x? — 4) fonksiyonunun x = 2 noktasinda-
ki limiti nedir?

Coziim: Once verilen isaret fonksiyonun grafigini ¢izelim. Fonksiyonun
kritik noktalari,
x2—4=0
x=42
oldugundan asagidaki cizelge cizilir.

% | -&a '2 2 tra

+%-Q€+

Buna gore verilen fonksiyonun grafigini asagidaki sekilde verilmistir.

X% ¢

Jl}l
1
—_—— - fr)
; ’ —*
-2 a ’,2 -
l.l}—Tr.l')

Buna gore,
limsgn(x*-4)=1 ve limsgn(x’-4)=-1
x—2" x—2"

oldugundan limiti yoktur.

Ornek: lirrzlx-|x—3| degeri nedir?
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Coziim: x = 2 noktas1 x - |x — 3] lin bir kritik noktas1 degildir.
limx-[x-3|=2:[2-3|=2

X—2

bulunur.

.. o 2x+ |x|
Ornek:lim
x>1 |X + 1|

degeri nedir?

+1X
X un bir kritik noktasi degildir.
|x+1|
i 2x+[x| _2:1+[1] _3
x—1 |X+1| |1+1| 2

Coziim: x = 1 noktasi

bulunur.

Ornek: f: R>R,f(x) = x — [x] fonksiyonunun x = 2 noktasindaki li-
miti nedir?

Cozum:
limx—[x]=2—-2=0velimx—[x]=2—-1=1
X2

x—2"

oldugundan 2 noktasinda limiti yoktur.

COZUMLU ALISTIRMALAR

x*-16

1. lim

1 degeri asagidakilerden hangisine esittir?
X—> X —

A)25 B)27 ()28 D)30 E)32

Cozliim: Carpanlara ayirma yontemi kullanilirsa,
4 3 2

lim X 16:lim(x 2)(x”+2x"+4x+8)

-2 x-—2 x—>2 (X—Z)

=lim(x® +2x* + 4x+8)

X—2

=23+2-224+4-2+8
= 32
Cevap: E
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2. limvx+5—+/5x+1 degeri asagida kilerden hangisidir?

A)-o B)-1 €)1 D)2 E)3

Cozlim: 1in11»\/ X+5—-+/5x+1=00—-00 belirsizligini gidermek i¢cin payin
eslenigi alirsak,

lim\/x_+5—\/5xT:1im(\/X+5_\/5X+1)(\/X+5 ++/5x+1)
%1 X1 (Vx+5++/5+1)

(x+5)—(5x+1)

=lim
x>1 \/x +5 ++/5x+1
lim —4x+4
x—1 \/x+5+\/5x+1
_lim -4.1+4
x>1 \/145++/5-1+1
__0
2V6
=0

elde edilir.
Cevap: B

2X

<
3.0 RoR ) ={ 7 X3 1 fonksiyonu veriliyor. limf(x) nedir?

A)0 B)1 (C)2 D)Limitiyoktur E) Limit bilinemez

Cevap:  Soldan limitlim f(x)=1lim2x=2 ve sagdan limit

x—1" x—1"

lim f(x)=lim x+1=2 dir. Sagdan ve soldan limitler,

x—1* x—1*

lim f(x) = lim f(x) =2
x—1" x—1"

oldugundan limiti 2’dir.
Cevap: C

_j icin asagidakilerden hangisi dogrudur?
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A)0 B)1 (2 D)3 E4

3 —
Cozum: limxz—8 = %belirsizligi var.

x=2 x4 — 4
. x=20  (x=2)\X*+x-2+4)  (444+4)
lim 7 2=11rr11 _( )= %) =3
x2 X =2 X (x—-2)(x+2)

5.x € (—oo,0] araliginda, lim — in sonucu nedir?
X207 443~

A)1 B)2 (3 D)4 E)5

Cozim: lim 4 - =%= 1
x20" 44 3+

2

6. lim
x>0 1 —Ccos X

in sonucu nedir?

A)0 B)1 (C€)2 D)3 E)Limiti yoktur

2
Cozim: lim { = % belirsizligi var.
x-0 ] —CcoSX
2 2
lim X lim x“(1+cosx)
x>0 1—cosx *0(1-cosx)(1+cosx)
2
1
im X ( +cozsx)
=0 1—cos”x
— lim x*(1+ cosx)

0  sin’x

2
:lim( _X j(1+cosx)
x>0\ sin x

=2

23

Cevap: D

Cevap: A

Cevap: C
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. X+tanx . .
7. lim—— in sonucu nedir?

x>0 sinx

A)1 B)2 CO0 D)-1 E)-2

+
Cozliim: lim ﬂ = %belirsizligi var.
x>0 sInx
limX+.tanX—l +lmtanX=1+lim . SIin X _9
-0 sIn X x>0 8inx *20 sinx x-0 S1Nn X.COS X
Cevap: B
|2 X| . ]
8. lim —X |in sonucu nedir?
X—2" Z—X
A)-1 B)0 (O)1 D) 2 E)3
Coziim: lim[g—x] = llm( X xj lim(1-x)=-1
X2 x—1 2—X x—1"
Cevap: A

L r?% = g 1n olmasi i¢in a’nin degeri ne olmalidir?
X—> X —

A)6 B)7 (8 D)9 E)10

0
Cozim: o belirsizligi, limitin var olmasi i¢in payda x = 1 olmalidir. Paya

x = 1 yazilirsa;

va—1-3=20
va—1=3
a—1=9
a=10

olarak bulunur.

Cevap: E
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[7-Ix+41]

10. lim un sonucu nedir?

x—4" X—

A)3 B)2 (01 D)0 E)-1

Coziim: Tam deger fonksiyonunda x soldan 3’e

[7 — [x + 41] = 0 olacagindan

olur.

7—x+4
lim —[[ x ]]]] =0
x—>4~ X—4

3 3

L X =y )
11. lim y in sonucu nedir?
X0y X—y

A)0 B)3 (3x D)3x?! E)w

3

3 _ 2 2
Y 0 i BV AXy+yT)

Cozim: lim > =Y -
-y X—y 0 Xy (X_y)

12. f(x) = x + 4 olmak lizere lim
—0

A)0 B)1 C)2 D)3 E)4
Cozim: f(1) =124+4=5

f(l+h)=(1+h)?+4=h*+2h+5
2 —
i fA+)—f() _ . h*+2h+5-5

f(1+h)—f(1)
h

h(h+2) _

h—0 h h—0 h h—0 h

3 o2
13, lim X%

x-2 X“ —2X

A)2 B)3 C4 D)6 E)8

asagidakilerden hangisine esittir?

XZ

2

25

yaklasirken

Cevap: A

Cevap: D

sonucu kactir?

Cevap: C
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2 2
Cozum: lim > 5 2x Q:IimM:
w2 x°-2x 0 2 x(x-2)

14. lim 1 - 6 degeri kagtir?
X—9 1'X—3 X_9

1 1 1

A)1l B)2 Q)= D) — E) =

)1 B2 O D B

Cézijm' 1. denklemin paydasinin esleni alinirsa;

- lim Vx+3-6
x—9 \/_ 3 x—9 x—9 X — 9

i Jx -3
9| (/x —3)(Wx +3)
1

-6

15. lim (3n - 2)sin(lJ in sonucu kactir?
n

n—oo

A)2 B)3 (4 D)5 E)6

Cozim: n = %di’)nimijmij yapalim. n — oo iken m — 0 dir.

lim(3n - 2)sin(1] = limES A Zj -sinm
n

n—»0 m—0 m
. 3-2m
=lim -sinm
m—0 m
~1im(3-2m). Smm
=(3-0)-1
=3

26

Cevap: A

Cevap: E

Cevap: E
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x—-1
16. f(x) :H fonksiyonu icin,

limf(x)=a ve limf(x)=b
x—>1* x—>1"
olduguna gore, a + b kagtir?

A)-2 B)-1 €0 D)1 E)2

x—1 -
Coziim: a=limf(x)=1im| | pim XL
x—>1* x-1" x—1 =xo1"x-1

b= lim f(x) = lim i T

x—1" x—1" X — 1 x—>1" X — 1

a+b=1+(-1)=0

2x+a, x<0

17'f(x)={4+x2 x>0

27

Cevap: C

ile tanimlanan f fonksiyonunun x = 0 noktasinda limitinin olmasi i¢in a’nin

degeri ka¢ olmalidir?

A)0 B)1 (2 D)3 E)4

Cozim: Sagdan ve soldan limitler esit olmaldir.

lim4+x*=4 ve lim2x+a=a
x—0" x—0"

a=+4

18.

X

Yukarida f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir. Buna gore,

lim f(x)+ lim f(x)+ lim f(x)
x—>-1" x—1" x—2"

Cevap: E
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toplami kactir?
A)-2 B)-1 (C0 D)1 E)2

Coziim: lim f(x)=—-2, lim f(x)=—3, lim f(x)=3
x—1" x—2"

x—>-1%

lim £(x)+ lim f(x)+ lim f(x)=—2-3+3=-2
x—>-1* x—1~ x—2"

19.

-110

28

Cevap: A

Verilen sekilde f : R\{—1} —» R\{2} fonksiyonunun grafigi gosterilmistir. Buna

gore,
lim f(x)+limf(x)
limitlerinin toplami kagtir?

A)-2 B)0 (2 D)4 E)6

Cozim: lim f(x)+limf(x)=2+2=4

20.f(x) =x+4veg(x)=3x—-7
olduguna gore, lirr}@ limitinin degeri kagtir?
X—> X_
A)2 B)3 (€4 D)5 E)6
Cozum:
fgx)=feg(x) =x+4)o(B3x—7)=3x—7+4=3x—-3

lim f(ex)) =lim 3x=3 =lim 3(x-1) =3
-1 x—1 x->1 x—1 -2 x—1

Cevap: D

Cevap: B
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21. lim =S¥
x—0 X

in sonucu nedir?

A)0 B)1 C)2 D)3 E)Limitiyoktur

Cozum: x # 0 icin
ZSinz% =1—cosx
X _ 1—cosx

. 2_ - Yo a
sin® 5 = —
. 2x
SIN 5 1—cosx
X T 92X
-Zx 2
Siy  x  1—cosx
X smiz
3 X
dir. Buradan
. X
_1-cosx . M5 x
lim =lim sin—=1-0=0
x—0 X x—0 § 2
2
2
im X (1+cozsx)
x>0 1—-cos" X
bulunur.
Cevap: A
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