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9. BOLUM
REEL SAYILAR ve ESITSIZLIGI

Reel (gercel) say1 kavramina gecmeden once irrasyonel say1 kavramini
bilinmesi gerekmektedir. Once irrasyonel say1 hakkinda bilgi verelim, akabin-
de reel say1 hakkinda bilgiye gecilecektir.

IRRASYONEL SAYI KAVRAMI

Bir 6nceki boliimde rasyonel sayilari tanimlanmisti. Ancak bazi islem-
lerde rasyonel sayilar yeterli kalmamaktadir. Ornegin, x> — 2 = 0 denkleminin
¢OzUmii rasyonel sayilarda yoktur. Bunun i¢cin bu denklemleri ¢6zmek i¢in yeni
bir say1 sistemine ihtiya¢ vardir. Simdi bu say1 sistemini tanimlayalim.

9.1. Tanim: Say1 dogrusu iizerinde rasyonel sayilar tarafindan doldu-
rulmayan noktalara karsilik gelen sayilara irrasyonel say1 denir. I ile gosterilir.
Bu tanima gore rasyonel sayilar kesirli sekilde yazilabilen sayilar olduguna
gore irrasyonel sayilar kesirli sekilde yazilamayan ondalikli sayilardir.

Ornek:
\/7 = 1,4142135623730950488016887242097 ---

V5 = 1,7099759466766969893531088725439 ---
e = 2,7182818284590452353602874713527 --
¢ =1,6180339887498948482045868343656 ---
sayilar birer irrasyonel sayilardir. Ama
m = 3,1415926535897932384626433832795 ---
sayisi rasyonel mi, irrasyonel mi olup olmadigi tam tespit edilememistir. //

Simdi V2 sayisinin irrasyonel oldugunu ispat edelim.

9.1. Teorem: /2 sayisi irrasyonel sayidir.

ispat: Kabul edelim ki v2 sayis1 irrasyonel say1 olmasin. Bu takdirde
rasyonel sayidir. Eger rasyonel ise kesirli sekilde yazilir. Buna gore
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V=3 (1)
olacak seklinde yazilabilen a ve b aralarinda asal sayilar1 vardir. Bu (1) esitli-
gin her iki tarafinin karesini alirsak,

027 =)
2

a

2=2
b2

a? = 2b?

elde edilir. Su halde a2 = 2b? oldugundan a? cift sayidir. Oyleyse a da cift say1-
dir. Buna gore, a = 2k olacak sekilde k € N vardir. Bu ytizden,

(2k)? = 2b?

2k? = b?
bulunur ki, bu durum b sayisinin da ¢ift say1 oldugunu gosterir. Buna gore (1)
esitligi, a ile b aralarinda asal say1 olmasi gerekliligi ile gelisir. O halde v2 say1-
s1rasyonel say1 degildir.

9.2. Teorem:
i) Herhangi bir p asal sayis1 i¢in \/E sayisl irrasyoneldir.
iii) n > 2 tamsayis1 i¢in V/n irrasyoneldir.

ispat: i) \/E rasyonel olsun. \/E pe %, OBEB(a; b) = 1 olacak sekilde

a,b € Z* vardir. Buna gore pb? = a?, yani p, a? yi béler. Asal sayilar konusun-
daki 4.1. Sonuca gore p, a sayisini boler. O halde a = pa, olacak sekilde a; € Z*
vardir. Boylece b? = pa3, yani p, b? yi boler. Boylece p, b’yi béldiigii elde edilir.
Dolayisiyla p, OBEB(a; b) yi boldiigii ortaya cikar. Bu ise kabule gore p’nin 1’i
boldugiini gosterir. Bu ise celiskidir. O halde kabuliimiiz yanlistir, su halde p
irrasyonel say1 olmahdir.

ii) (i) 6zelligine benzer yontemle yapilir.
REEL (GERCEL) SAYI KAVRAMI

9.2. Tanim: Rasyonel sayilar kiimesi ile irrasyonel sayilar kiimesinin
birlesimine reel (gercel) sayilar kiimesi denir, R ile gosterilir. O halde,
R=QUI
seklindedir. Buna gore reel sayiya kadar olan say1 sistemini su sekilde sinif-
landirabiliriz;
NcZcQcR
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bicimindedir. Yani, her dogal, tam, rasyonel ve irrasyonel say1 ayni zamanda
bir reel sayidir.

DOGRUSAL (LINEER) NOKTA KUMELERI

9.3. Tanim: Bir reel say1 dogrusu tlizerinde her bir noktanin olusturdu-
gu kiimeye dogrusal (lineer) nokta kiimeleri ad1 verilir.

9.4. Tanim: a,b € R ve a < b olsun. a ile b sayilar1 ile bunlarin arasin-
daki tiim reel sayilardan olusan,
{xeRia<x<b}
kiimesine a ve b sayilar ile belirtilen kapali aralik denir. [a, b] ile gosterilir.
Sekil olarak,
3 b R

olarak gosterilir. Burada a ve b noktasi dahil olup biitiin a ve b noktalar ara-
sindaki reel sayilar bu kiimenin elemanidir.

Ornek: {x € R: 1 < x < 5} kiimesi 1 ve 5 sayilar1 dahil olup 1 ve 5 arali-
gindaki tim reel sayilar bu kiimesidir.

9.5. Tanim: a,b € R ve a < b olsun. a ile b sayilar1 dahil olmayip bunla-
rin arasindaki tiim reel sayilardan olusan,
{x€ R:a<x<b}
kiimesine a ve b sayilari ile belirtilen acik aralik denir. (a; b) ile gosterilir. Sekil
olarak

a b R

olarak gosterilir.

Ornek: {x € R:—3 < x <4} kiimesi —3ve 4 sayilar1 dahil olmayip
—3 ve 4 araligindaki tiim reel sayilar bu kiimesidir.

9.6. Tanim: a,b € R ve a < b olsun. a kiimeye dahil olup b kiimeye da-
hil olmayan tiim reel sayilardan olusan,
{x€Rra < x<b}
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kiimesine veya a kiimeye dahil olmayip b kiimeye dahil olan tiim reel sayilar-
dan olusan,
{xeRia<x<b}
kiimesine yar1 agik aralik denir. {x € R:a < x <b} kiimesi [a;b) ile de,
{x € R:a < x < b} kiimesi (a; b] ile de gosterilir. Sekil olarak sirasiyla;
a b R

b

=N

a b

biciminde gosterilir.

Ornek:

A={x:0<x<5,x€R}=1[0,5] kiimesi 0 ile 5 kapali aralig,
B={x:0 <x<5,x€R} = (0,5) kiimesi 0 ile 5 a¢ik aralig,
C={x:0<x<5x€R}=(0,5] kiimesi 0 ile 5 yar1 agik aralig},

D ={x:0 <x<5,x € R} =[0,5) kiimesi 0 ile 5 yar1 acik araligidir.

Ornek: A = {x:-2<x<2,x€R}
B={x:x<0,x€R}
kiimeleri verildigine gére A N B kiimesini bulunuz.

Cozim: A = [-2;2],B
-2 2 A

-~ .

= (—x,0) oldugundan,

-00 0 B

-2 0 ANB
b %

il . b

sekli ¢izilebilir. Su halde, A N B = [—2; 0) kiimesi olusur.

9.1. Not: Reel sayilar sonsuz elemanl sayilar olduguna gore, a € R ol-
mak iizere,

1. [a; +0) araligy,

- F
a
2. (a; +0) aralig,
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+ O 3%
a
3. (—o0; a] araligy,
-00
* » >
a
4. (—oo; a) araligy,
-00
< O >
a
5. (—o0; +0) aralg,
—-00 100
- »

sekilleri cizilir.

Ornek: —2x + 22 < x + 4 esitsizligini ¢6ziim kiimesini bulunuz.

Cozim: —2x + 22 <x+ 4
22 -4 <x+2x
18 < 3x
6 <x

Ornek: 2x — 1 < 3x — 5 < 2x + 3 esitsizligini ¢6ziim kiimesini bulunuz.
Cozlim: 2x —1<3x—5ve3x—5<2x+3
5—1<3x—2xve3x—2x<5+3

4 <xvex<38
4<x <8

Ornek: 3x+y—6 =0ve 1 <x < 3 ise y'nin bulundugu aralig1 bulu-

nuz.
Cozim: 3x+y—6 =0 ise x = % oldugundan esitsizliginde yerine
yazalim.
1<x<3
1< % <3
3<y—-6<9

3+6<y—-6+6<9+6
9<y<15
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9.7. Tanim: [a;b] kapali aralifl i¢in b —a sayisina araligin ol¢iistu
(uzunlugu) denir.

Ornek: [7; 22] kapali araliginin uzunlugu 22 — 7 = 15 dir.

9.8. Tanim: a € R sayis1 verilmis olsun, € € R* sayisi ile belirlenen
(a—¢a+¢€) acik araligina, a reel (gergel) sayisinin € komsulugu denir ve
€ € R* sayisina komsulugun yarigapi denir. Bu durum,

Ne(@) ={xeRia—e<x<a+¢}
veya
Ne(@) = {x € R:|x —a| < €}
biciminde ifade edilir. (Mutlak deger kavrami heniiz verilmediginden mutlak

deger seklinde ifade edilme tizerinde durulmayacaktir.) Bu ifadenin sekli,
d—E a d-tE
o . o -

bicimindedir.

Ornek: 5 sayisinin 2 komsulugunu yaziniz.

Cozim:N,(5) = (5—2;5+2) = (3;7) dir.

Ornek: (2; 12) arahigi hangi saymin hangi komsulugudur?

Coztum: (2; 12) araligy, a sayisinin € komsulugu olsun, a’nin € komsulugu
(a—¢ga+ ¢) oldugundan,
(2;12) =(a—¢a+e)
a—eg=2vea+e=12
a=7vee=5
oldugundan, (2; 12) aralig1 7’nin 5 komsulugudur.

a+b b-a
9.2. Not: (a; b) agik araligy, — sayisinin — komsulugudur.

9.9. Tanim: a reel sayisinin bir ¢ komsulugunu icine alan her kiime
a’nin komsulugudur.
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Ornek: (a—¢g;a+¢) € (h;k) yada (a—¢;a+¢€) € [h; k] olacak bigim-

de bir € € R* sayisi varsa, (h; k) ve [h; k] araliklari, a’nin komsuluklar1 olur.
Oyleyse, a’y1 bulunduran her agik aralik, a’nin bir komsulugudur.
h

a k h a k
<3 O & o PR * < & e
9.10. Tanmm: (h;k) agik araligi a'min bir komsulugu olsun.
N = (h; k) — {a} kiimesine, a'nin delinmis komsulugu denir.
h a K

1=

_.-.

a. (h;k) agik araligi a’nin bir komsulugu olsun. (h;k) S (m,n) ise
a € (m; n) oldugundan, (m; n) agik aralig1 da a’nin bir komsulugu olur.
m

~ N a

K n___.
b. (hy;ky) ve (hy;k,), ammm  farkhh  iki komsuluklari olsunlar.
(hy; kq) N (hy; ky) arakesit kiimesi, a’y1 bulunduracagindan bu da a'nin komsu-
lugu olur.
n_h, a ko ki
h, a k

k 4

c. a € (h; k) olsun, a’nin en biiyiik € komsuluk yaricaps,
€ <min(a—h;k—a)
dir.

Ornek: (2;7) araligina yerlestirilebilen 4’iin en biiyiik &€ komsulugu
nedir?

¢ <min(a—h;k—a)
esitsizligi yazilabilir, (h,k) = (2;7) ve a = 4 oldugundan,

€ <min(4 —2;7 —4) = min(2;3) =2

Coztim: (h; k) aralifina yerlestirilebilen a’nin € komsulugu icin,

dir. Buna gore, € = 2 i¢in, (2;7) aralifina yerlestirilebilen 4’iin en biiyiik ¢
komsulugu,
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(4—-2;4+2)=(2;6)
araligidir.

Ornek: 3’iin 5 komsulugu ile 5’in 6 komsulugu karsilikli olarak A ve B
kiimeleridir. A, B kiimelerini aralik olarak yaziniz ve A N B ile A U B kiimelerini
gosteriniz.

Cozim: A= (3-53+5) =(-2;8)
B=(5-6;5+6) = (—1;11)
ANB=(-2;8)n(-1;11) = (-1;8)
AUB=(-2:8)U(-1;11) = (=2;11)

9.11. Tanim: A c R olacak bigimde, bir A kiimesi ve x € A olsun.
(x — & x+ €) € A olacak bicimde bir € € A sayis1 varsa, x sayisina, A kiimesinin
ic noktasi denir.

Ornek: 3 sayis1 A = (1;5) araligin bir i¢ noktasidir. Ciinkii 3’tin 1
komsulugu, (3 —1;3+ 1) = (2;4) araligy, (1;5) aralig: icindedir. Bagka bir
deyisle, (2;4) c (1;5) dir.

9.12. Tanim: A c Rve x € R olmak tlizere, her € € R icin x sayisinin
delinmis komsulugu, N = (x — & x + €) — {x} olsun. Eger, x'in her N delinmis
komsulugu icin NN A # & ise x sayisina A kiimesinin limit noktas1 ya da y1-
gilma noktasi denir.

Ornek: A = (1;5) araliginin i¢c noktasi olan 3 sayisi, A = (1;5) arahg-
nin bir limit noktasidir. Ciinkii 3’iin her N = (3 — & 3 + €) — {3} delinmis kom-
sulugu ile A = (1;5) araliginin arakesiti bos degildir. Bu durum
3-£ 34E

- L 3 'l r—
= 1 T =

1 3 5
seklinde gosterilir.

9.13. Tanim: A c R ve x € R dir. N, x'in delinmis € komsulugu olmak
lizere, her ¢ € Rt icin NN A # @ve NN At # I ise x noktasina A kiimesinin
sinir noktasi denir. (Burada A* = R — A dir.)
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Ornek: A = (1;5) araliginin 1 ve 5 ug noktalar;, A = (1;5) aralifinin
sinir noktalaridir. Ciinki 1'in her N = (1 — ;1 + €) — {1} delinmis komsulugu
icin NNA#=JveNNA'# & dir. Yine, 5 sayisinin her N= (1 —¢;1+¢) —
{1} delinmis komsuluguicin NN A # @ ve N N A' # & dir. Bu durum

1-¢ 1 1+c¢ 5—-g 5 b5+e

- ———

seklinde gosterilebilir.

B = [1; 5] kapali araliginin 1 ve 5 ug¢ noktalan, B = [1; 5] kapali araligi-
nin sinir noktasidir.

9.14. Tanim: x € A oldugu halde, (x — & x + €) N A = {x} olacak bi¢im-
de en az bir € € R™ sayis1 varsa, x sayisina, A kiimesinin ayrik noktasi denir.

.. 1
Ornek: A = (1;3) U {4} U (5;7) kiimesini goz oOniine alalim. 4’{in >
komsulugu ile A kiimesinin arakesiti yalniz 4’ii icine alan kiimedir. Bu kiime
1 1
(4 — E; 4 + E) dir. Su halde,
1, 1\
An(4-3;4+3) =4}
dir. Bunun sekli

1
4 4+—
z - O ‘2
]
bicimindedir. Yani 4 sayis1 A kiimesinin ayrik noktasidir.
9.15. Tanim: A kiimesinin her noktasi i¢ nokta ise, A kiimesine, a¢ik
kiime denir.
Her x € R i¢in, x € R* olmak lizere, (x — &;x + £) € R oldugundan, her
x noktasi reel sayilarin bir i¢ noktasidir. Buna gore, reel sayilar kiimesi bir acik

kimedir.

(a;b) araliginin her noktasi, bir i¢ nokta oldugundan, (a; b) aralig1 bir
acik kiimedir.
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[a;b] kapali araliginin a noktas, (x — & x+ €) & [a; b] oldugundan, i¢
nokta degildir, 6yleyse, [a; b] kapali aralig1 agik kiime degildir.

9.16. Tanim: A kiimesi, biitiin yigilma noktalarini i¢ine aliyorsa, A’ya
kapali kiime denir.

Ornek: R reel sayilar kapali kiimedir. R reel sayilar evrensel kiime ol-
dugundan, biitiin y1gilma noktalarini bulundurur. //

[a, b] kapal1 aralig1 kapali kiimedir.

Agik kiimenin tiimleyeni kapali, kapali kiimenin tiimleyeni a¢ik kiime-
dir. Oyleyse, @ kiime, hem acik kiime hem de kapal kiimedir. R kiimesi de
hem a¢ik hem de kapali kiimedir.

Her i¢ nokta ve her sinir noktasi bir yi8ilma noktasidir, 6yleyse, kapali
kiimeler, i¢ noktalarini ve sinir noktalarini iginde bulundurur.

9.17. Tanim: a,b € R olmak tlizere €; + €, < b — a olacak bicimde sece-
lim.
(a—¢g;at+e)N(b—g;;b+ey) =0
araligi varsa bu iki araliga ayrilabilme (Hausdorff) 6zeligi vardir denir.
a b
~—0 == Oy Do G =i} =

a—eg a+ e b — &2 b+ £2

9.18. Tanim: a € R* olduguna gore,
(a;+>) = {xia<x,x € R}
kiimesine +oo’un a komsulugu denir, a € R™ olduguna gore,
(—o0;b) = {x:x < b,x € R}
kiimesine - co’un b komsulugu denir.
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(a; +o0) = ¢ :

(-00;b) - -
[a; +00) - 0 2 =
(-oo;b] = 2 0 >

9.19. Tanim: A bir dogrusal (lineer) nokta kiimesi olsun. Eger A kiime-
sinin her x elemani icin a < x ifadesini saglayan bir a sayisi varsa A kiimesine
alttan simirlhidir denir, a sayisina da A kiimesinin bir alt sinir1 denir. Benzer
olarak, eger A kiimesinin her x elemani i¢in x < b ifadesini saglayan bir b sayi-
s1 varsa A kiimesine iistten sinirhidir denir, b sayisina da A kiimesinin bir Ust
sinir1 denir. Alttan ve iistten sinirl her kiimelere kisaca sinirhi kiimeler denir.

Ornek: A = {x € R: 1 < x < 2} kiimesi sonsuz elemanli fakat sinirl bir
kiimedir. Burada 1 veya 1’den kiiciik herhangi bir say:1 bir alt sinir, 2 veya
2’den buyiik herhangi bir say1 tist sinirdir.

Ornek: B = {x = %:n € N} kiimesi sinirh bir kiimedir. Ciinkii her n € N
11 1 :
R
Buna gore 0 veya herhangi bir negatif say1 alt sinir, 1 ve 1’den biiyiik herhangi
bir say1 Uist sinirdir.

icin B kiimesinin elemanlar1 0 ile 1 arasindadir. Yani B = {1

En kiiciik bir iist sinir ve en biytik bir alt sinirla ilgili olan asagidaki
onermeyi aksiyom olarak veriyoruz.

9.1. Aksiyom: Ustten sinirli bir kiimenin iist sinirlar icinde bir en kii-
clgu, alttan sinirh bir kiimenin alt sinirlar icinde bir en biiyiigii vardir.

9.20. Tanim: A, reel sayilar kiimesinin tstten sinirh bir alt kiimesi ol-
sun. A kiimesinin st sinirlarina en kii¢iigiine A kiimesinin en kiiciik {ist sinir1
veya supremumu denir ve sup A ile gosterilir. A kiimesinin alt sinirlarina en
biiytigiine A kiimesinin en kii¢iik alt sinir1 veya infimumu denir ve inf A ile gos-
terilir.
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,%,---,%, } seklinde yazi-

N| =

Ornek: A = {x = %:n € N} kiimesi A = {1,
lir. Buna gore sup A = 1 ve inf A = 0 dir.

Ornek: B = {X = %: reQver< 0} kiimesi icin supB = 0 olup infA

1
yoktur. Ciinkii r < 0 oldugundan T sayis1 (—oo; 0) araligindadir.

9.21. Tanim: Eger bir A kiimesinin en kigiik bir tist sinir1 bu kiimenin
bir elemani ise bu elemana kiimenin en biiyiik eleman1 veya maksimum ele-
mani denir, max A ile gosterilir. Benzer olarak eger kiimesinin en biiyiik bir alt
sinirt bu kiimenin bir elemani ise bu elemana kiimenin en kii¢iik elemani1 veya
minimum elemani denir, min A ile gosterilir.

Ornek: A={x=n%1:n€N} kiimesi A={O,%,%,%,%,---} seklinde

yazilir. Buna gore kiimesi icin min A = 0 ve max A bulunamamaktadir.

" 1 o (111
Ornek: Bz{xzﬁanN} kiimesi B—{1,§,§,~--,H,--~}olup
max B = 1 ve min A yoktur.

REEL SAYILARDAKI ESITSIZLIKLERIN OZELLIKLERI

Reel sayilar tizerindeki esitsizliklerin (testlerden basit esitsizlik olarak
gecmektedir) bazi1 Ozelliklerini burada aksiyom olarak verecegiz. Esitsizlik
kavramlar: ustlii ifadelerin esitsizligi ve kokli ifadelerin esitsizligi kisimlari
ayrica ustli ifadelerin esitsizligi ve kokli ifadelerin esitsizligi olarak verilecek-
tir.

Asagidaki aksiyomlarda a, b, c,d € R olarak alinmistir.

9.2. Aksiyom: a<bisea+c<b+c

9.3. Aksiyom:a<bvec<disea+c<b+d
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9.4. Aksiyom: Bir esitsizligin her iki tarafi pozitif bir say1 ile ¢arpildi-
ginda esitsizlik yon degistirmez. Yania < bve c > 0 ise
a‘c<b-c
dir.

9.5. Aksiyom: Bir esitsizligin her iki tarafi negatif bir sayi ile ¢arpildi-
ginda esitsizlik yon degistirir. Yania < b ve c < 0 ise,
ac>b-c
dir.

9.6. Aksiyom: Her iki tarafi ayni isaretli olan bir esitsizligin her iki ta-
rafinin ¢carpmaya gore tersi alinirsa esitsizlik yon degistirir. Yani, a ve b ayni

isaretli iki say1 ve a < b ise,
1 1
— < —
b a

dir.

Ornek: a) 3 < 6ise %<%

b)—8<—2ise—%

1
8

9.7. Aksiyom: Pozitif basit kesirlerin (0 ile 1 arasindaki sayilarin) dogal
a
say1 kuvvetini aldikga say1 kiigtliir. Yani, b pozitif basit kesir ise,
> (3) > () >
b b b
bicimindedir. Bu durum su sekilde de izah edilir.

n>2n€Zvel<a< 1olsun.a” < a®?!
dir.
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9.8. Aksiyom: Pozitif bilesik kesirlerin (1’den biiyiik sayilarin) dogal
a
say1 kuvvetini aldik¢a sayi buiyiir. Yani 5 pozitif bilesik kesir ise,
< (5) <) <
b b b
bicimindedir. Bu durum su sekilde de izah edilir.
neZ"ve0<a<bolsun.a” < b"

dir.
i} 3 7 3) 2 7\ 2 9 49
Ornek: — < — ise | — <\=) olup—<—
2 4 2 4 4 16
9.9. Aksiyom: n € Z olmak lizere,
<b < 0ici {a“ <b", nteksayl
4 10 an > b", n gift sayl
dir.

Ornek: —% < -

A
)

8

I\ 2041 81
2.(-7) < (=2) ise
2 256 16

Ornek: a, b, c € R olmak iizere;
a’*b<0, bc>0 a-c<0
ise a, b ve c’'nin isaretlerini bulunuz.

Coziim: a2 - b < 0 ise a2 > 0 oldugundan b < 0 dur.

b-c>0veb < 0oldugundan c < 0 dir.
arc<0isec< 0oldugundana > 0 dir.

Ornek: a > 0,3a = 4b ve b = 2c olduguna gore a, b ve c reel sayilarini
siralayiniz.

Cozim:a > 0,3a = 4b oldugundan b < a dir.
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b = 2c oldugundan c < b dir.
Buna gore c < b < a elde edilir.

Ornek: x, y ve z reel sayilari i¢in
x2<x, y=2x, y<z
olduguna gore x, y ve z reel sayilarini siralayiniz.

oziim: x* < x olduguna gére 0 < x < 1 dir.
gunag
y = 2x olduguna gore x < y dir.
y < z olduguna gore x <y < z dir.

MAKSIMUM-MINUMUM SAYILAR

9.22. Tanimm: iki veya daha fazla saymin en biiyiik say1y1 secmeye mak-
simum, en kii¢lik say1y1 segmeye minimum denir. Bu durum x,y € R i¢in
X, X2V _ X, X<y
max (x;y) = {y, X<y ve min (X;y) = {y, x>y
biciminde gosterilir. Bu gdsterim maksimum ifadesinde x > y ise x alinir, x <y
ise y alinacak demektir. Yine minimum ifadesinde x < y ise x alinir, x > y ise y
alinacak demektir.

Ornek: max (4; %) = 4,min (-2;V3) = -2

9.3. Teorem: p € Rvex,y € R olmak lizere;
a)p+max (x;y) =max(p+x;p+Yy)
b) p + min (x;y) = min(p + x;p +y)
¢)p —max (x;y) = min(p —x;p —y)
d) p — min (x;y) = max(p —X;p —y)
bicimindedir.

ispat: Burada ézel olarak y < x alinirsa max (x;y) = x ve min (x;y) =y
olur.

a) p+ min (x;y) = p + x olur. Ayrica
y<xisep+y<p+x
oldugundan p + max (x;y) = max(p + x; p +y) dir.
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b) a sikkina benzer sekilde yapilir.
c)y <x isep —x < p —y dir. Buna gore
) max(p—x;p—y) =p—y
dir. Ote yandan p — min (x; y) = p — x oldugundan,
p —min (Xy) = min(p —x;p —y)
olur.

d) c sikkina benzer sekilde yapilir.

COZUMLU ALISTIRMALAR
irrasyonel Sayilar

1. Asagidakilerden hangisi bir irrasyonel sayidir?
2
A)0 B)1 Q)3 D)3 E) V4

Coztum: Kokli bir ifade tamsay1 olarak ¢ikmiyorsa, irrasyonel say1 olur.
Dogru cevap C sikkidir.

2. Asagidakilerden hangisi bir irrasyonel say1 degildir?

4+/3+4
3v/3+3

A3 B)V2-1 C)\/l—i D)g E)

43+4 _ 4(V3+1) _ 4

V3t 30D 3 olup E sikki rasyonel sayidir. Digerleri

Cozum:

irrasyoneldir.

3. Asagidaki irrasyonel sayilardan hangisinin yaklasik degeri bilinirse,
V720 degeri dogal say1 olarak sonug verir?

A)2 B)3 ()11 D)V7 E)+5

Coziim: 720 = 2*3%5 biciminde carpanlara ayrihir. V2% = 4,v/32 = 3
dir. Ama /5 bir irrasyonel say1 olup kék disina ¢ikmasi i¢in v/5’e ihtiyac vardir.
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Reel Say1 Kavrami

4. A={x:V/2<x<6}veB={x:1<x<+10} olduguna gére ANB
kiimesi nedir?

Coziim: A kimesi V2 = 1,4142 --- den baslaylp 6'yva kadar devam et-
mektedir. B kiimesi 1'den baslayip v10 = 3,1622 --- kadar devam eder. Bu iki

kiimenin ortak noktalar1 v2 = 1,4142 --- den baslayipv10 = 3,1622 --- kadar
devam eder. Yani;

ANB={xV2 <x<+10}

olur.

5. A= [_%,\/ﬁ] , B= [\/5, 175] araliklari icin A U B kiimesinde bulu-
nan tamsayilarin eleman sayisini bulunuz?

Cozim: —% <3 veV/8 < 12—5 oldugundan,
AUB= —%;12—5] ={-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7)

bulunur. Buna gore 10 tane tamsay1 mevcuttur.

Temel Esitsizlik

6.0 <x<3ve2<y<5 olduguna gore, 4x — 2y ifadesinin en biyiik
degeri nedir?

Cozliim: 4x — 2y ifadesinin en biiylik degeri olmasi i¢in y en kii¢iik x en
biiyiik secilmelidir.

y =2,x = 3secilirse4x —2y=4-3—-2-2=8

olarak bulunur.

7.x+3y-12 =0 ve 1 <y <5 ise, x'in ¢ozlim aralig1 nedir?

A)3<x<6 B)d<x<10 C4<x<12
D)2<x<8 E)0<x<10
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Coziim:y = 1 alimirsax = 10
y =5alinirsax =0
4 <x<10

8. x, y ve z pozitif reel sayilar ve
2
Xy:ﬁ’ yz=§, ZX:E

olduguna gore x, y ve z'nin kiiciikten biiytige dogru siralamasi nasildir?

Cozim: Her tg esitlik carpilirsa,

6 1.2
XY'YZ'ZXZE g E
2
2
(xy2)? = (55)
2
XYz = 5e
bulunursa,
2 .. 6
Xy = 5g VeXyz = e iginze = 25olupz= 3
1 2 .. 1 2 2
yz = g Ve Xyz =ﬁ191nx§=ﬁolupx=§
2 o222 3
X =1 VeXyE =5 KINYTE T 25 9P Y =5
oldugundan
1 2 3
3 5 5
5 6 9
15 15 15
Zz<x<y
bulunur
9. —3 < x<5 olduguna gore, 2 — x ifadesinin alabilecegi en kiigiik

tamsay1 degeri kactir?

Cozim: Esitsizligin her iki tarafini1 -1 ile ¢arparsak ve her tarafi 1 ile
toplarsak,
—-8<x<5
-5<—x<8
2-5<2—-x<2+8
-3<2-x<10
bulunur. Buna gore x’in en kii¢iik tamsay1 degeri —2 dir.
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10.x <y,z > 0ise, asagidakilerden hangisi yanlhstir?

A)x<%’<y B)x+y <2y C) xz > yz

D)x+z<y+z E)2x<x+y

Cozum:

A) Iki sayinin aritmetik ortalamasi daima bu iki say1 arasinda olup dog-
rudur.

B)x<yeox+y<y +y<x+y < 2yolup dogrudur.

C)x <y,z> 0< xz < yzolup verilen cevap yanhstir.

D)x <y<x+1z<y+zolup dogrudur.

E)x<y<ox+x<x+y<2x <x+yolup dogrudur.
C sikki yanhstir.

11.x, y ve z reel sayilari i¢in
xy<0<x<yz
olduguna gore, %, y ve z'nin kii¢glikten biiytige dogru siralamasi nasildir?

Coziim: xy < 0 < X oldugundany < 0
x <yzvey < 0 oldugundanx < z
Buna gore y < x < z olarak bulunur.

12. x> 0,x = 4y,z = Sy ise x, y ve z'nin kiiciikten bliyiige dogru sira-
lamasi nasildir?

Cozim: x > 0,x = 5y,z = 4y ise 4x = 20y = 5z dur.
y<z<X

13. x,y ve z birer reel say1 olmak lizere;
z<0<y<x
olduguna gore, asagidaki islemlerden hangisinin sonucu sifir olabilir?

A)x+y—z B)x'y-z Ox—y+z
D)x-y—z E)x—y-z

Cozim: z < 0 < y < x oldugundan;
A)x+y—z> 0dir.
B)x-y-z < 0dir.
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C)x —y +z = 0 olabilir.
D)x-y—2z> 0dir.
E)x—y-z > 0dir.

C sikki dogrudur.

Reel Sayilarda Pozitif ve Negatiflik

14. X, y ve z birer reel say1 olmak lizere;
x3-y* <0
x°:27 >0
y<z
olduguna gore x, y ve z'nin isaretleri sirasiyla asagidakilerden hangisidir?

A)—-,—— B)——+ CO—-+—- D+ -+ E)+——

Céziim: y* > 0 oldugundan x3 < 0 yanix < 0 dir.
x < 0 oldugundan x> < 0 olup z’ < 0 yani z < 0 dur.
y<zdeny <0 dir.

A sikki dogrudur.

15. a, b, ve c birer reel say1 olmak tizere;
a3:b5-c*<0
a‘b-c<0
b+c<0
olduguna gore a, b ve c'nin isaretleri sirasiyla asagidakilerden hangisidir?

A)—-,—— B)——+ CO—-+—- D —++ E)+——
Coziim: c~* > 0 oldugundana-b < 0 dir. Buna gérea- b - ¢ < 0 olma-
sindan ¢ > 0 olur. Suhaldeb 4+ c < 0dan b < 0 olur.

a*b<0 dena> 0dir.
D sikki dogrudur.

0 < x < 1 Araligindaki Esitsizlikler

16. x% < x, xy < y olduguna gore asagidakilerden hangisi yanlistir?

A)0<x<y B)0<x<1l (Qx<y? D)y<o0 E)o<y
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Cozim:x? <x ise0 <x< 1
xy <y isey >0
D sikki dogrudur.

17. m ve n birer reel say1 ve
m,n > 0vem < m?
olduguna gore, m icin asagidakilerden hangisi dogrudur?

Alm< -1 B)0<x<1 ()-1<m<0 Dm=0 Ejm>1

C6ziim: m,n > 0 ve m < m? oldugundan m > 1 dir.
E sikki dogrudur.

18. x ve y birer reel say1, x > 1vey < y? olduguna gore asagidakiler-
den hangisi daima dogrudur?

A)x+y<1l B)0<x<1l C(Cxy<0 D)xy<x E)y>1

Céziim: x > 1 vey < y? oldugunda 0 <y < 1 araligindadir. Buna gore
Xy < x her zaman dogrudur.
D sikki dogrudur.
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